
머리말 


위대한 령도자 김정일 대원수님께서는 다음과 같이 말씀하시였다. 

《수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구 
하는데서도 중요한 수단으로 됩니다. 수학교육을 강화하는것믄 자 
라나는 새 세대들의 과학적인 사고능력을 키워주는데서 중요한 으 I 
의를 가집니다.》 

수학은 물리학，천문학，화학，생물학을 비롯한 자연과학의 모 
든 분야와 밀접한 관계가 있으며 인구통계와 환경보호，경제관리 
등 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으로 된다. 

수학과 물리학과의 관계만 놓고보아도 16〜17세기 도함수와 
적분법의 도입은 뉴론의 법칙, 끌통의 법칙，만유인력의 법칙 등 
물리 학의 중요한 법칙들을 정식화하고 응용하는데 적극 이바지하였 
으며 아르키메 데스가 지 레 대의 원리를 발견한 때 로부터 2 000여년 
동안 거의 정지상태에 있던 물리학의 발전을 크게 자극하였다. 

6학년에서 는 평 면에 서 각이한 도형 들을 대수적 으로 고찰할수 
있는 기초를 주는 평면도형의 방정식과 변하는 량들사이의 관계를 
수학적으로 고찰할수 있게 하는 도함수와 적분에 대하여 학습하게 
된 다. 

또한 우연적인 현상들의 법칙성을 연구하는 확률과 사람들의 
사회 실 천 활동을 목적 지 향성있 게 과학적 으로 할수 있 게 하는 수단으 
로 되는 통계 그리 고 확률과 통계계산의 기초수단인 순렬과 조합에 
대하여 학습하게 된다. 

우리가 6학년 수학에서 배우는 내용들은 인공지구위성과 CNC 
기계의 제 작과 같은 최첨 단과학기 술분야의 발전뿐아니 라 현대 사회 
의 다종다양한 정 보들을 능숙하게 처 리 하여 사업 과 생 활에 서 제 기 
되는 문제들을 능숙하게 풀어나갈수 있게 하는 중요한 기초지식들 
이다. 

우리는 수학학습을 더 열심히 하여 21세기 정보산업시대에 자 
기의 역 할을 원만히 수행할수 있는 풍부한 지 식과 능력 을 소유하여 
야 한다. 
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순릴의 총수공식 
P: =n(«-l)(«-2) … («-w + l) 


(증명) n 개의 원소를 a l5 fl 2 ,---, a„ 으로 표시하자. 

이 «개의 원소들가운데서 먼저 한개를 취하여 첫 자리에 배 
렬하는 방법은 « 15 a 2 , ■■■, a„ 가운데 어느것 이 라도 되므로 
«가지 이 다. 둘째 자리 에 는 첫 자리 에 배 렬 한것 ( 이, fl 2 ，…, a „ 
가운데 어느 한 원소)을 제외한 «-1개의 원소들가운데 
어 느것 이 라도 되 므로 « - 1 가지 방법 으로 배 렬 할수 있 다. 이 
와 마찬가지로 셋째，넷째，…， w 번째 자리에는 각각 
n - 2 , «-3, …, 가지 방법 으로 배 렬할수 있다. 

그러므로 «개의 서로 다른 원소에서 w 개씩 취하여 만든 
순렬의 총수는 

n(n — l)(n — 2 )--(n — m + 1) 

만일 «개 의 원소를 전부 배 렬 하는 순렬을 고찰한다면 m = « 이 
므로 이러한 순렬의 총수는 다음과 같다. 


P" = n ( n - Y )---21 


을 n ! 으로 표시하고 «차례곱(막토리알)이라고 부 

른다. 

차례 곱을 씨 서 순렬 의 총수 P„ m 을 표시하면 


n \ 


례 2. 다음것을 계산하여라. 

1) P 7 3 2) P| 3) P； -1 

(불이) 1) P 7 3 =7 • 6 - 5 = 210 

2) P| =5 • 4 • 3 • 2 - 1 = 120 

3) Pr 1 =«(«-!)(«-2)---3 - 2 
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례 3. 6명의 달리기선수가운데서 4명을 뽑아서 이어달리기경기 
에 내보내려고 한다. 달리는 차례까지 정한다면 이렇게 뽑 
는 방법은 몇가지인가? 

(를이) 4명의 선수를 달리는 차례까지 정하여 뽑는것은 6개에서 
4개씩 뽑은 순렬을 만드는것과 갈다. 따라서 

Pg =6 • 5 • 4 - 3 = 360 

답. 360가지 

문 제 

1. 다음것을 계산하여라. 

1) 이 2) 리 3) 마 0 

2. 다음 같기 식 이 성 립 한다는것 을 밝혀 라. 

丄 ) p:- 1=p : 2 ) P' +P" +P4 =Pj 

3. 수자 0，1，2，3，4, 5를 가지고 같은 수자가 거듭 들어가지 않 
는 세 자리 수를 몇개 만들수 있는가? 

4. 4개의 문자 a ， b , c , c / 에서 3 개씩 뽑는 순렬을 다 만들어 라. 

5. 4개의 수자 1, 2, 3, 4를 모두 써서 만든 네자리수가운데서 천 
의 자리는 1이 아니고 백의 자리는 2가 아니고 열의 자리는 
3이 아니며 하나의 자리는 4가 아닌것을 모두 몇개나 만들수 
있겠는가? 


련습문제 


다음것을 계산하여라. 

” 樂 


3) ( P 4 4 - P 3 3 )( P „ 2 - P *) 


2) 

4) 


P10-P10 

탸+먼 

《-민 

P „ 2 


2. x ， m<19<;c 일 때 (jc -m)(jc-m-1)."( jc -19) 를 순렬을 
씨 서 표시하면 어 느것 이 옳은가? 
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륙상주로가 4줄로 되 여있는 경 기 장에서 4명 의 선수들이 출발선 


을 차지하는 방법 은 몇 가지 인가? 

수자 1，2, 3, 4, 5, 6, 7에서 서로 다른 수자를 뽑아서 만든 다 
섯 자리 수가운데 서 25의 배 수는 몇 개 인가? 

5개의 수자 0, 1, 2, 3, 4가운데서 같은 수자가 거듭 들어가지 
않는 네자리수는 모두 몇개인가? 

8개의 수자 0, 1, 2, 3，4，5，6, 7을 가지고 갈은 수자가 거 
듭 들어가지 않는 네 자리수를 몇개 만들수 있는가? 

제2절. 조 합 

선수 4명 가운데서 3명 을 선발하는 방법은 몇 가지 인가? 


«개의:巧居 원金가운데서개의 취하되 순서 

를 고려하지 않은 매개 njm 원소에서 m n 취한 조합이 
라고 조합의 총수를 

C ： (寒는 ( D ) 

공시한다. 


조합의 총수공식 


요 






(증명) 이 공식을 증명하기 위하여 «개의 서로 다른 원소가 
운데서 m 개의 원소를 취한 순렬의 총수를 두가지 방 
법으로 구하자. 

먼저 n 개의 서로 다른 원소에서 m 개의 원소를 취한 
순렬 의 총수는 공식 에 의하여 

P„ m = «(« -1)(« _ 2) … - m + 1) (1) 

한편 «개의 서로 다른 원소에서 m 개 취한 조합의 총 
수를 x 라고 하면 그가운데서 매개 조합은 m 개의 원 
소를 가진다. 이 매개 조합에 대하여 순렬을 만들면 
매번 w ! 개의 순렬을 엄으며 따라서 순렬의 총수는 
xxm \ (2) 

a) 과 (2) 로부터 
xxw != P„ m 

즈 」■._ n{n-\){n-2)---{n-m + \) 

ᄀ _ " ~~m[~ m\ 

례 1. 다음것을 계산하여라. 

1) C 을 2) C^-C 응 

4* ^ 

(SOI) 1) 더 =-= 10 

1- 2- 3 

2) C 시 게 7 上의 126 

1- 2 -3 - 4 1- 2- 3 

례 2. 40 개의 제품이 들어있는 제품상자에서 3 개의 제품을 꺼내여 
검사한다. 3 개의 제품을 꺼내는 방법은 몇가지 있는가? 
(풀이) 제품을 꺼내는 방법의 수는 40 개의 원소에서 3 개씩 뽑 
은 조합의 총수와 갈으므로 

쁘스쁘그8 = 9880 

1-2-3 

답. 9 880 가지 
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례 3. 6개의 평행직선과 5개의 평행직선이 사귈 때 얻어지는 평 
행4변형의 총수를 구하여라. 



Z® 1-2 


(를이) 매개 평행4변형은 6개의 평행직선들가운데서 어느 2개 
와 5개의 평행직선들가운데서 어느 2개에 의하여 얻어 
진다. 그런데 6개의 평행직선에서 2개씩 뽑는 방법은 
Cl 가지 이 고 5개 의 평 행 직 선에 서 2개 씩 뽑는 방법 은 
(巧가지 이므로 평행4변형의 총수는 


C 응 XC 웅 



= 150 


답. 150가지 


문 제 

1. 다음것을 계산하여라. 

1) ᄄ 2) C 4 7 3) Cf 0 

2 . 볼록«각형 은 대 각선을 몇개 가지 는가? 

3. 4명의 학생 이 수학，물리，화학소조에 들어가는데 매 학생 이 한 
가지를 선택한다면 서로 다른 선택방법은 몇가지인가? 


조합의 공식을 

_ Q 

Yl ! 

《그 " m\(n-m ) ! 

로 표시할수도 있 다. 

만일 C ᅮ =1이라고 하면 우의 공식의 오른변에서도 m = 0 일 때 
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례 4. 다음것을 계산하여라. 

1) C - 2) C - 

(풀이) 1) CgQ = Cg 0 = 7 . : = 3160 

2) C 1000 = C [ 000 = 1000 

문 제 

1. 다음것을 계산하여라. 

1) CH 2) Cg 3) C 헗 4) C = 

2. 다음 명제에서 옳은것을 찾아라. 

1) «개에서 m 개씩 뽑은 조합의 총수는 «개에서 m 개씩 뽑은 순 
렬의 총수의 m ! 배와 같다. 

2) C ^,+ C ：= C 5 m+1 

3) <그卜(가이면 m 미:이다. 

3. 다음 같기 식 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 

1) C=+2C: +1 + Cr 2 =C: 2 2 

2) + 3 C : + 1 + 3 C ™ +2 + 약 +3 = C : + 3 3 

련습문제 

1. 6개의 원소로 된 모임 { a , b , c , d , e , /} 에서 4 개씩 뽑은 조 
합을 다 써 라. 

2. 다음 같기식에서 늘같기식이 아닌것을 지적하여라. 

1) C ：= C n n - m ( m < n ) 

2) (n + 2) (« + l ) P ；= P „ m + + 2 2 ( m < n ) 

3) C ：=^ - ( m < n ) 

n \ 

4) C ：= C：_ l + C：：l (\< m < n ) 

3. 다음것을 계산하여 라. 

1) C ：- 2 2) C % + C l 60 3) Cr '- C ^ 

4) C ^+ Cfo + C ^+ C ?。 5) 여+2더+3더 +4 더 +5 더 
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4. 계 산을 하지 말고 다음 같기식 이 옳다는것 을 증명하여 라. 

1) l C| + Ci + Cf+Cs +'C| 

2) C ° + C \ + C 2 1 + C ]= C ^+ C 5 1 + C 6 1 + C ] 

5. 다음 같기식 이 성 립한다고 말할수 있는가? 

1) C ? 0 = P 5 3 2) C ^+ C ：= C ^ +1 

3) C 5 m+3 = C ：- + 2 3 4) 

6. 20 명의 병사와 3 명의 사관이 있다. 3 명의 병사와 1 명의 사관으 
로 습격조를 조직하는 방법은 몇가지인가? 

7. 몇개의 단체가 련맹전의 방법으로 롱구경기를 하려고 한다. 경 
기를 모두 36 번 한다면 몇개의 단체 가 참가하겠는가? 

8. 15 명으로 조직된 한 분조가 A , B , C 세 장소에 갈라져서 일하 
려 고 한다. A 에는 8 명，묘에는 4 명， C 에는 3 명 배 치 한다면 배 치 
하는 방법에는 몇가지 있겠는가? 

제 3 절. 2 마디공식 


1. 수학적귀납법 

WPW 3 자연수 «에 관계되는 식 /( n ) = (« 2 — 5 n 士務 2 에서 
« = 1일 때 /⑴ = (1 2 -5 • 1 + 5) 2 = 1 
« = 2일 때 /2) = (2 2 — 5 • 2 + 5) 2 = 1 
« = 3일 때/3) = (3 2 — 5 • 3 + 5) 2 = 1 
„ = 4일 때 /(4) = (4 2 — 5 • 4 + 5) 2 = 1 
이라는데로부터 «=5일 때도 /(5) = 1이라고 말할수 
있는가를 알아보아라. 

일반적으로 자연수 n 에 관한 어떤 명제를 P ( n ) 으로 표시하자. 
이 명제가 몇개의 자연수에 대하여 옳다고 하여 모든 자연수에 
대해서도 옳다고 결론할수는 없다. 그렇다고 하여 많은 자연수에 
대하여 하나하나 따져보는 방법으로 옳다는것을 확인할수도 없다. 

몇개의 자연수에 대하여 명제 P ( n ) 이 옳다는것을 확인한데 기 
초하여 모든 자연수에 대 해서도 옳다는 결론을 이끌어 내는 증명방 
법이 있다. 
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_e 

자연수 « 에 관계도 it ： ▲、명제 p ⑷에 대하여 다음 유사& 
이 g 명되면 p («) 은 sp 사면수«에 대하여 s 다. 

1) p ( i ) 이 sa 

2 ) pa ) 가 을으면 pa + a 환:: s 다. 


사실 1) 에 의하여 P ( l ) 이 옳기 때 문에 2) 에 의하여 P (2) 가 옳 
으며 또한 P (3) 도 옳다. 

이 과정을 거듭하면 

P ( l ), P (2), P (3), …， P ( n ), … 

들이 다 옳다는것 이 나온다. 

이러한 증명방법을 수학적귀납법이라고 부론다. 

수학적 귀 납법 은 자연수에 관계 되 는 명 제 들을 증명할 때 널 리 
쓰인다. 

례 1. 수학적귀 납법으로 다음 식을 증명하여 라. 

1 + 2-1 -卜«= — n(n +1) 

2 

(풀이) 1) « = 1 일 때 

왼변 = 1, 오른변 = 丄 • 1 • (1 + 1) = 1 
2 

2) «=소 일 때 옳다고 하자. 

즉 1 + 2 +，"+灰=으灰(灰 +1) 

2 

그러면 n = A ：_ 일 때 

1 + 2 +… +소+ (灰 +1) = 1 소(灰 +1) + ( 灰 +1) 

2 

= — (灰+ 1) (灰+ 2) = — (灰+ 1) [:( 소+ 1) + if ； 

2 2 

이 리하여 모든 자연수 «에 대 하여 같기 식 이 성 립 한다. 

례 2. 수학적귀 납법 으로 모든 n 에 대 하여 안같기식 
{ l + hy » l+n • h ( h >- l ) 

이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 
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(aoi) l) 일 때 

왼변 = (1+자) = 1+쇼 
오른변 = 1 + 1 • h = l+h 
2) «=소일 때 옳다고 하자. 

즉 a + h 、 k 》 l+kh 
그러면 «=灰+1일 때 

= (1 + h)\l + h ) 多效干쌔) (1+ h ) 
^ l ' Mk + l ) h + kh 2 ^l + ( k + l)h 
즉 안같기 식 이 성 립한다. 

이 리하여 모든 n 에 대 하여 안같기 식 이 성 립한다. 


문 제 

1. 다음것을 수학적귀납법 으로 증명하여 라. 

1) Y J (2k-l) = n 2 

k=l 

2) Y^kik + l) = -n(n+l) (n+2) 

k=i 3 

3 ) y 1 - n 

^k(k + Y) n + l 

2. 모든 자연수 « 에 대하여 « 3 + 5 n 은 6으로 완제된다는것을 증 
명 하여 라. 

3. 수학적귀 납법으로 다음 식을 증명하여 라. 

1 ) Yk 2 =-n(n + l)(2n + l) 

k=i 6 

2) Z 시 | 씨)] 

3) J k ( k + 丄)(소 + 2) = jn(n + 1)(” + 2)(« + 3) 
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2. 2 마디공식 

剛 _l (a + bf =a 2 + lab+b 2 = C° 2 a 2 + C l 2 ab + C\b 2 이 다 . 

(a + 切 3 = a 3 +3a 2 6 + 3 必 2 +6 3 도 이 와 같은 모양으로 표 
시 해 보아라. 

_£ 

뉴톤의 공식 

(« + b) n = C° n a n + C\a n - X b + C 2 n a n ~ 2 b 2 + ••• + C k n a n ~ k b k + ••• + C n n b n 


(증명) « = 1일 때 

왼변 오른변 = <그。+ (그步 = fl + Z ? 이 다. 

n = 灰일 때 옳다고 보고 지 = 灰 + 1인 경우를 보자. 
(a+b) k+l =(a + b) k (a+b) 

= (C° k a k + C\a k ~ l b + C 2 k a k - 2 b 2 + ••• + C k k b k )(a + b) 

= C° k a k+l + (C° k + C\)a k b + ( C [ + C 2 k )a k - l b 2 + ••• + C k k b k+X 
이다. 그런데 

C° k =C° k+l , C° k+ C\=C\ +l , C\+C 2 k =C 2 k+1 , …, 

, r~\k _ /~ik /~ik _ /~ik + l 

、，，k 十1소=1索+1, ᄂ쇼: =1 灰 + 1 

이므로 

{a + b) M = C° k+l a k+1 十 C\ +l a k b + C 2 k+l a k ~ l b 2 士 

… +CU 사 +o 나 1 

즉 «=소+1 때에도 같기식이 옳다는것이 밝혀졌다. 이리하여 
수학적귀납법에 의하여 모든 자연수에 대하여 공식이 성립한다고 
결론할수 있다. 

뉴론의 공식을 뉴톤의 2마디공식 또는 2마디공식이라고 부르고 이 
공식 의 오른변을 (a + 이”의 전개식， 매 마디 의 곁 수 

C /~il /~\2 /~\k /~\ti—\ (- \n 

匕«, 匕«, •••, 匕«, •••, 匕« ? 匕« 

을 2마디결수라고 부론다. 그리고 전개식의 Ar + 1 번째 마디 C k n a n ~ k b k 
을 일반마디라고 부론다. 
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례 1 . 다음 식을 전개하여라. 

1) (a+b) A 2 ) (a~b ) 5 

(풀이) 1) (a+b) 4 = C° 4 a 4 +C\a 3 b + C 2 4 a 2 b 2 +C 3 4 ab 3 + C ^ 4 
그런데 C ° 4 = C 4 4 =\, C\ = C 3 4 = 4 , C ^|^ = 6 
이므로 

(a + bf =a 4 + 4 a 3 b + 6 a 2 b 2 + 4 ab 3 + b 4 
後 (a-b ) 5 =[a + (- 均] 5 = C° 5 a 5 + C\a\-b) + C 2 5 a 3 (-b ) 2 + 

+ C\a\-bf + C 4 s a(-b ) 4 + C 5 s (-b ) 5 

그런데 C° 5 =C 5 5 =l, C 卜 C 卜5, C 卜(억 =|^ = 10 

이므로 

(a - b ) 5 =a 5 - 5 a 4 b + \ 0 a 3 b 2 -\ 0 a 2 b 3 + 5 ab 4 - b 5 


례 2. jc + - 을 전개하여 라. 


= ( 강 c 5 + C 느 


+ (本 2 


=x 5 + 5x 3 - 


K ) 니으 나나 

X X X 


2마디공식에서 전개식의 결수들을 n = l f 2, 3, 4, … 으로 n 
을 하나씩 증가시키 면서 차례 로 써보면 다음과 갈은《3각형〉〉 
을 얻을수 있고 거기에 일정한 규칙성이 있다는것을 알수 있다. 


n = l 
n = 2 
n = 3 
n = 4 
n = b 


i(\ 

/— 公寒쇼 


이것을 파스칼3각형이 라고 부론다. 
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2 마디공식은 뉴론이 발견하였는데 그는 이 공식이 «이 부수일 
때와 분수일 때에도 성립한다는것을 증명하였다. 

례 3. 의 전개식에서 /의 곁수와，가 들어 있지 않 

는 마디를 구하여 라. 

(불이) 전개식의 일반마디는 

C 끼아-표 = H ，(갑 ， u 

그러 므로 jc 6 의 결 수를 구하려 면 
18-3 灰 = 6 즉 灰 = 4 를 택한다. 

따라서 /의 곁수는 
(_ 1) 4 여 = 9 _8_7_6 
노 ’ 9 4-3-2-1 

jc 가 들어있지 않는 마디 는 
18-3 灰 = 0 즉 灰 = 6 일 때이므로 

(-1)벅=더=||운 = 8 4 

이것은 전개식의 7 번째 마디이다. 

문 제 

1. 다음 식 을 전개하여 라 
1) (x + 2y) 6 

3) (jc-l) 7 

2 . (끄+£) 6 의 전개식에서 X 4 /. 一기의 결수를 구하여라. 

3. |^3 x + -j 의 전개식 에서 x 가 들어 있지 않는 마디 와 x _ 2 이 들어 
있지 않는 마디를 구하여라. 

4. ( a - 이”의 전개식을 써 라. 


2) (3- x ) 5 
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련습문제 

1. „각형의 아낙각들의 합이 어-2)18아 라는것을 증명 하여 라. 

2. 수학적귀 납법 을 써서 «” +1 >(n + l )" ( n >3) 이 성 립 한다는것 을 증 
명 하여 라. 

3. 다음 식 을 전개하여 라. 



4. 다음 식을 계산하여라. 



5. (2 a 3 -3 Z > 2 ) 8 의 전개식에서 세번째 마디를 구하여라. 


6 _ 



의 전개식에서 x 8 의 마디를 구하여라. 

의 전개 식 에서 X 가 들어있지 않는 마디 를 구하여 라. 

의 전개식에서 일반마디와 가운데마디를 구하여라. 

9. (2 + 功 10 의 전개식에서 가장 큰 결수를 가지는 마디를 구하여라. 

10. (a/ 도 + 2) 5 의 전개식에서 두번째 마디의 값이 1 000 보다 크게 
되는 JC 의 범위를 구하여라. 


복습문제 

1. 붉은색，푸른색，노란색, 풀색，흰색 기발이 1개씩 있다. 기발 
3개를 한줄에 배렬하면 한가지 신호를 엄는다. 이 5가지 기발 
로 몇가지 신호를 할수 있는가? 

2. 7명의 학생을 나란히 세우는 방법은 몇가지 있는가? 키가 가장 
큰 학생 이 끝에 있도록 나란히 세우는 방법은 몇가지인가? 
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3. 1 부터 9까지의 수자를 씨서 같은 수자가 거듭 들어가지 않는 네 
자리 홀수를 몇개 만들수 있는가? 

4. 서 로 다른 수자로 되 여있는 네 자리수가운데 짝수와 홀수가 번갈 
아 나오는것은 모두 몇개인가? 

5. 볼록«각형 의 세 정점을 련결하여 얻은 3각형들가운데서 

볼록«각형의 변을 가지지 않는 3각형은 몇개나 되겠는가? 

6. 각각 6개，5개，3개의 평면으로 이루어진 평행평면들이 세개가 
사귀 여 생 기는 평 행 6면체의 개수는 몇개 인가? 

7. 최우등생 10명과 우등생 6명가운데서 각각 3명씩 뽑는 방법은 
몇가지 있는가? 

8. 10명의 학생을 3개의 호실 A , B , C 에 배 치하려고 한다. 

1) A 에 4명 , B , C 에 각각 3명씩 배치하는 방법은 몇가지 있는가? 

2) 지 적 된 한 학생 을 A 에 배 치 하고 나머 지 9명 을 A , B , C 에 
각각 3명 씩 배 치 하는 방법 은 몇 가지 인가? 

9. 어 떤 소조에 10명 의 학생 이 있는데 그중 3명 이 녀학생 이 다. 2명 
의 학생을 뽑으러고 한다. 적어도 1명이 녀학생이 되게 하는 
방법은 몇가지인가? 

10. 서로 다른 2«개의 원소에서 «개씩 뽑은 조합가운데서 지적된 
한 원소를 포함하는 조합의 수와 포함하지 않는 조합의 수는 
같다는것 을 증명하여 라. 

11. 자연수 «에 대하여 다음의 같기식이 성립한다는것을 증명하여라. 

1) (l + 2 + • • • + «)^1 + + • • • + — j > « 2 

2) (: X 승.사 - X “>0，7〉0) 3) | sin nx \ < «| sira ：^. _ 

12. 다음 공식 을 증명하여 라. 

1) c^=c^ + cr_ 1 2 +c^+-+cU+i 

2) 이: 1 1 =다 + 이_ 1 +이_2 +…+ 다 +1+ 다 

13. 의 전개식에서 jc 3 의 결수를 구하여라. 

14. + 의 전개식 이 상수마디를 포함하려면 « = 3 m 이여 야 한 

다는것을 증명 하고 이때의 상수마디를 m 으로 표시 하여 라 . (m 
은 자연수) 


18 




제 2 장. 평면도형의 방정식 


제1절. 직선의 방정식 


1. 방향결수에 의한 직선의 방정식 


직선 7 = 에서 각결수 

火 

1 

하: 

丄은 각 a 의 어느 삼각 

2 

7 

0 2 

비와 같은가? 




그 2-1 


少축에 평행 이 아닌 직선 / 이 x 축의 정 방향과 <9만 한 각을 
이룬다고 하자. 

/// O . 인 직선 OMi 을 그으면 직3각형 OMiN 에서 


ZMiON=^(^^-) 

2 

M,N y-b 

tan 0 = - = - 

ON x 

고쳐쓰면 

y = tan 6 -x + b 
A ： = tan <9 라고 놓으면 


y = kx + b 



점 M ( x , y ) 가 /에 놓이지 않으면 그 자리표 x , 少는 이 방 
정식을 만족시키지 않는다. 따라서 우의 방정식은 직선 /의 방정 
식 이 다 . a 는 직선 /의 방향곁 수이 다.) 

이런 모양의 직선의 방정식을 방향결수 y \ 1 

에 의한 직선의 방정식이 라고 부론다. 

y 축에 평행인 직선의 방정식은 다음과_^ 

같다. O a ^ 


zm 2-3 
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례 1 . 점 A (0, -2) 를 지나며 x 축의 정 방향과 60° 의 각을 이 

루는 직선의 방정식을 구하여 라. 

(불이) 구하려는 직선의 방정식을 
y = + 公 

라고 하자. k = tan 60° = 이 므로 
y = 、fix + 公 

그런데 구하려는 직선이 점 A (0, -2) 를 지나므로 
b --2 

이 리하여 구하려는 직선의 방정식은 
y = yfix - 2 


문 제 

1. x 축에 평행인 직선의 방향결수는 0이고 기축에 평행인 직선은 
방향결수를 가지지 않는다. 왜 그런가? 

2. 다음과 갈은 직선의 방정식을 구하여 라. 

1) 자리 표원점 0(0, 0) 을 지 나고 X 축의 정 방향과 30° 의 각 
을 이 루는 직 선 

2) 점 (0, 3) 을 지나며 x 축의 정 방향과 각각 45° , 150° 의 
각을 이루는 직선 

3. 점 A ( x 0 , &) 을 지 나며 방향곁수가 소 인 직 선의 방정 식 은 

y-yo= k (x-x 0 ) 

과 같이 쓸수 있다는것을 증명하여 라. 

2. 두 점을 지나는 직선의 방정식 

그림 2-4 에서 직선 /이 두 점 A ( x 19 刀), B ( x 2 , j 2 ) 
를 지날 때 이 직선의 방향결수는 얼마인가? 

두 점 A (자，九), B ( x 2 , j 2 ) 를 지나는 직선 /의 방정식은 방 

향곁수가 此-刀 이므로 
자 - x i 


x 2 ~^i 
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례 3. 점 A (2, -3) 을 지나며 직선 j = -ljc + i 에 수직 인 직선 
2 2 

의 방정 식 을 구하여 라. 

(풀이) 구하려는 직선의 방향결수를 소 라고 하면 



따라서 점 A (2，_3) 을 지 나고 방향결 수가 소 = 2인 직 선 
의 방정식은 y -(-3) = 2( x -2) 

즉 y = 2 x-l 

4. 직선의 일반방정식 

X ，기에 관한 1차방정식 

Ajc + By + C = 0 (*) 

이 직 선의 방정 식 이 라는것 을 보자. 

이제 A 와 B 가 동시에 령이 아닌 경우에 늘 직선의 방정식으 
로 된다는것을 고찰하자. 

B 국0이면 (*) 은 



5. 고겨진다. 이것은 방힘별수가 & = - 슬이그1_ 점 ᄊ，지나 

는 직선을 표시한다. 

A 뉴0, B = 0 이면 우의 방정식은 
C 

네 

로 되는데 이것은 jc 축의 점 -드를 지나며 기축에 평행인 직선이 
A 

다. 따라서 방정식 (*) 은 직선의 방정식이다. 이 방정식 
Ajc + By + C = 0 을 직선의 일반방정식이라고 부론다. 

례 4. 직선의 방정식 즈그1 = 즈土1을 일반방정식으로 고쳐라. 

2 5 

즈^■:ᄏ그■ 을 Ajc + B 기 + C = 0 모양으로 고치면 


(풀이) 


23 



5( x -3) = 2 (j + l ) 

5 x -\5 = 2 y + 2 
5 x -2 y-\l = 0 

따라서 이 직선의 일반방정식은 
5 x -2 j -17 = 0 


문 제 

1. 다음과 갈은 직선의 방정식을 구하여 라. 

1) 점 A ( l , 0) 을 지나며 직선 2 jc + j + 1 = 0 에 평행인 직선 

2) 자리 표원점 O 를 지나며 직 선 jc + j = 3 에 수직 인 직 선 

2. 두 직선 A ^ + B 沙 + (4=0 과 A 2 jc + B 2 ：v + C 2 =0 은 스 L = i 일 

A 2 b 2 

때 서로 평행이다. 왜 그런가? 

련습문제 

1. 점 A ( l , 2) 를 지나며 x 축과 60° 를 이루는 직선의 방정식을 구하여라. 

2. 다음과 갈은 직선의 방정식을 구하여 라. 

1) 원점 ◦와 점 (3, -2) 를 지나는 직선 

2) 두 점 A (5, 2), B (-3, 4) 를 지나는 직선 

3. 다음과 같은 직선의 방정식을 일반방정식으로 고쳐 라. 

3 이 X -3 少+ 4 

1) y = -x-5 2) -= -- 

5 3 7 

4. 점 Mi(4, -1) 를 지나고 직선 jc + 2 少+ 4 = 0 에 수직인 직선의 방 
정 식 을 구하여 라. 

5. 다음의 직선들에서 평행 또는 수직 인 직선들을 찾아보아라. 

1) 2x + 3^-5 = 0 2) 3x-2y + 6 = 0 

3) -x + ^y-4 = 0 4) 6x-4y-5 = 0 

6. 점 A (3, 0) 을 지나며 직선 2 jc + j + 1 = 0 에 평행 인 직선의 방정 
식 을 구하여 라. 

7. 평행4변형의 린접한 두 변의 방정식이 x-y-l = 0 , x-2y = 0 
이고 대각선의 사귐점이 M (3, 一 1) 이다. 이 평행4변형의 다른 
두 변의 방정식을 구하여 라. 
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1. 원둘레의 방정식 


제2절. 2차곡선 


자리표원점 0를 중심으로 하고 
반경 이 r 인 원둘레 의 방정 식 을 구하 
자. 원둘레의 임의의 점 Mix , y ) 를 
취하여도(그림 2-8) 

OM = r 

이다. 따라서 

결국 X 1 +y 2 =r 2 

다음으로 원둘레밖의 임의의 점 N ( x , j ) 을 잡아도 

x 2 + y 2 숏 广 2 

라는것 을 증명 할수 있 다. 

따라서 중심 이 자리표원점 에 있고 반경 이 r 인 원둘레 의 방 
정식은 

x 2 +/=r 2 

마찬가지 로 중심 이 M 0 (a, 幻 에 있고 반경 이 r 인 원둘레 의 방 
정식은 


( x - a ) 2 +( y - b ) 2 = r 2 


원둘레의 보조변수방정식 

중심 이 0(0, 0) 에 있고 반경 이 r 인 
원둘레의 임의의 점 Mix , >0에 대하여 
OM 과 x 축사이각을 ᄉ라고 하면 

x = rcost . 사 . 

{0<t<2n) 

y - rsin 호 

이 다. 이 방정식을 ᄉ를 보조변수로 하는 
원둘레의 보조변수방정식이라고 부론다. 
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그림 2-9 



M(x, y ) 




문 제 


1. 다음의 방정식들에서 원둘레의 중심과 반경을 구하여라. 

1) ( x -«) 2 +( j -5) 2 =16 2) (jc + 3) 2 + (》+ 4) 2 =11 

3) ( x - y [2 ) 2 +(y + yf 2) 2 =2 

2. 다음과 같이 중심과 반경 이 주어진 원둘레의 방정식을 구하여 라. 

1) C (- l , -5), r = V 7 2) C (0, 4), r = Vl 7 

3) C (一3， 0)， r = V 3 

3. 다음의 조건을 만족시키는 원둘레의 방정식들에서 소의 값을 구 
하여 라. 

1) x 2 + /-12 jc + 8 j + A : = 0 은 반경이 4 인 원둘레이다. 

2) x 2 + y 2 + 4 x -2 y + k =0 ^r 원둘레를 표시한다. 

3) x 2 + 少 2 -6:<： + 灰 = 0은 점을 표시 한다. 

4) x 2 + 少 2 +4义 + 句나7 = 0은 원둘레이다. 

2. 타원의 방정식 

평면에서 정해놓은 두 점 F 1; F 2 까지의 거 리의 합이 일정 (2시 
한 점 들의 모임 으로 된 도형 을 타원이라고 부론다. 이때 F x , F 2 를 
타원의 조점이 라고 부론다. 

그림 2-10 과 같이 선분 Fl 。 의 가 
운데점을 자리표원점 O 로 정하고 직선 
를 x 축，◦를 지 나며 에 수직 
인 직선을 기축으로 잡자. 

토 놓으면 

Fi (- c , 0)， F 2 ( c , 0) 

타원 의 임의의 점을 Mix , 기라고 
하면 즉 M ( x ，;；) G $ 라고 하면 
MFi + MF 2 = 2 a 


M ( x , y ) 



그런데 

MFi = 心 + c f + y 2 ， MF 2 = 、 j(x - c ) 2 + / 
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따라서 


， J(x + c) 2 + y 2 +y/(x-c) 2 +y 2 =2a 

■^(x+c) 2 + y 2 =2a- 、 l(x-c) 2 +y 2 
두 변을 2 제 곱하고 정 돈하면 

a-J(x-c) 2 +y 2 =a 2 -cx 
다시 두 변을 2제 곱하고 정 돈하면 

( a 2 - c 2 ) x 2 + a 2 y 2 = a 2 ( a 2 - c 2 ) 
그런데 a 〉 c >0 이므로 a 2 - c 2 >0 
따라서 a 2 - c 2 = b 2 (b > 0) 으로 놓으면 
b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 
두 변을 으로 나누면 

^ + Z = 1 

a 2 b 2 ' r 

다음으로 

X 2 y 2 

N ( x , y)i => — + ^^1 
a 公 

이라는것을 증명할수 있다. 

따라서 타원의 방정식은 



이것을 타원의 표준방정식이라고 부론다. 

타원 이 : c 축과 사귀 는 점 을 A , 

A 1; 少축과 사귀 는 점 을 B , 파이 라 
고 하면 



A ( a , 0), Ai (- a , 0) 
B (0, b ), Bi (0, - b ) 


그림 2-11 
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x = acosa 
y = a^ina 


이 제 X = x , Y = -y 되 게 압축하면 긴반경 이 a , 짧은반경 이 
a 

스 인 타원 이 된 다. 그리하여 다음과 같은 타원의 방정 식 을 엄 는다. 




X = flcosa 
Y -bsiaa 


이 방정 식 을 타원의 보조변수방정식이라고 부론다. 
(주의) 타원의 방정식 



은 긴축이 y 축에 놓이 는 타원을 표시한다. 이 때 이 타 
원의 초점은 j 축에 놓인다. 


문 제 


1. 다음과 같은 긴반경과 짧은반경이 주어졌을 때 타원의 표준방정 
식，보조변수방정식을 구하여 라. 

1) a — 4, b — 2 2) fl = l , 스 = 丄 

2 3 

2. 다음과 같은 타원의 방정식에서 보조변수방정식은 표준방정식으 
로 고치고 표준방정식은 보조변수방정식으로 고쳐 라. 


1 ) 

3) 


[x = 3 cos « 
[ y -2 sin a 



2) 

4) 


卜: = sin 2， 
[少 = 3 sin 2 가 



3 . 문제 2의 타원의 방정식으로부터 그 타원들의 초점의 자리표를 
구하여 라. 

4 . 다음의 방정식을 타원의 표준방정식으로 고치고 긴반경과 짧은 
반경，초점의 자리표를 구하여라. 


1) x 1 2 + Ay 2 = \6 2) 2 x 2 + 3 y 2 =5 3) x 2 -5 = -2 y 2 
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3. 쌍곡선의 방정식 
쌍곡선의 방정식 

평면에서 정해진 두 점 F 1; F 2 까지의 거 리의 차가 일정 (2«>0) 
한 점들로 이루어지는 도형 을 쌍곡선이라고 부론다. 여 기서 점 Fi , 
F 2 를 쌍곡선의 조점이라고 부론다. 

그림 2-14 와 같이 선분 FiFz 의 가운데점을 자리표원점 ◦로 
정 하고 를 jc 축， O 를 지나며 에 수직 인 직 선을 기축으로 
잡자. 

로 놓으면 

Fi(-c, 0), F 2 (c, 0) 

쌍곡선 ◊의 임의의 점을 M ( x , y ) 

라고 하면 

즉 M ( x , j)e 少라고 하면 

| MF !- MF 2 |= 2 a 이 므로 

yj(x + c) 2 +y 2 -yj(x-c) 2 + y 2 =±2a 그림 2-14 

yl(x + c) 2 + y 2 = 、 l(x-c) 2 + y 2 ±2a 
이 방정식에서 두 변을 2제곱하고 정돈하면 
±ayj(x-c) 2 +y 2 = cx - a 2 
다시 두 변을 2제곱하고 정돈하면 
(c 2 -a 2 )x 2 -a 2 y 2 = a 2 (c 2 - 公 2 ) 

그런데 c > fl >0 이므로 c 2 - a 2 >0 
따라서 c 2 - a 2 = Z > 2 沙 >0) 으로 놓으면 
b 2 x 2 - a 2 y 2 = a 2 b 2 
두 변을 fl 、 2 으로 나누면 



M ( x , = 1 

a 公 
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이때 OB = x = flseca 

이것을 쌍곡선의 방정식에 넣어 기를 구하자. 

少:士 一 yla 2 sQc 2 a-a 2 =±—^ a 2 (sec 2 a-l) 

公 a 

= ±—yl a 2 tan 2 a =±btana 

公 

즉 y = b tan a 

따라서 쌍곡선의 오른쪽가지의 보조변수방정식 
[x = asQca ( n n\ 

\y = btma ， l 2 ， 2 ) 

이 나온다. 

쌍곡선의 왼쪽가지에 대해서는 a &[^, 인 « 에 대하여 

우의 보조변수방정식이 성립한다는것을 알수 있다. 

따라서 쌍끅선의 보조변수방정식은 

卜， ， al- n -, 티 U|X 띄 

\y = btwa 느 2 2) 1,2 2 ) 


쌍끅선의 점근선 

쌍곡선의 방정식을 고쳐쓰면 



a 公 


이므로 % 자리표가 같은 쌍곡선과 직선의 점을 각각 Mix , y ), 

Mi( jc , 九 )이 라고 하면 此 >y 이므로 쌍곡선은 직선 ；； = ^jc 아래에 

a 

놓인다. 그리고 


32 





문 제 


1. 다음과 갈은 쌍곡선의 표준방정식 , 보조변수방정식을 구하여 라. 

1) a = 2, b = 3 2) b = 4, c = 5 3) a = 3, c = 4 

2. 다음 곡선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 자리표원점으로부 
터 초점까지의 거리를 구하여라. 

1) 9x 1 2 3 4 -l6y 2 =144 2) 3x 2 --y 2 =4 

4 

3) 2x 2 =\5 + 7y 2 4) 6x 2 -l2 = 9y 2 

3. 다음 쌍곡선의 점근선의 방정식을 구하고 그림을 그려 라. 



2) 25x 2 -16 /=400 


4. 포물선의 방정식 

평면에서 정해놓은 점 묘와 정해놓은 직선 /까지의 거리가 같은 
점 들로 이 루어 진 도형 을 포물선이라고 부론다. 이 때 점 표를 포물선 
의 조점，직 선 / 을 포물선의 준선이라고 부론다. 
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포물선의 방정식을 구하자. 

초점 묘에서 준선 /에 수직선 FK 
를 긋고 FK 의 가운데점 O 를 자리표원 
점으로 정하자. 그리고 직선 FK 를 x 
축， O 를 지나며 KF 에 수직 인 직 선을 
기축으로 잡자.(그림 2-18) 

KF :" 라:; I 하면 <!■, 0) 이 고 I 

의 방정식은 jc = - 쓰이다. 준선이 /이 
2 

고 초점 이 묘인 포물선을 0라고 하자. 
M ( x , 뱐이면 MH=MF 



그런데 



이 방정식의 두 변을 2제곱하고 정돈하면 
y 2 = 2px 

즉 M ( ᄌ， y) G ^ ^y 2 = 2px 

다음으로 N ( x , ;；) 安 뱐 화/ 굴2夕 ; c 라는것을 증명 할수 있다. 
따라서 포물선의 방정식은 


/ = 2px 


이것을 포물선의 표준방정식이 라고 부론다. 

포물선 / = 2싸 에 서 (土;;) 2 = 2싸 이 므로 jc 축이 대 칭 축이 라는 
것을 알수 있다. 

포물선과 대 칭 축과의 사귐 점 을 포물선의 정점이라고 부론다. 


34 







지금까지 배운 원둘레，타원，쌍 
곡선, 포물선은 원룰면을 자를 때 생 
긴 다. 

그림 2-21 에서와 같이 원뿔의 
옆면을 축에 수직인 평면으로 자르면 
원이 생기고 모든 모선과 사귀면서 
축에 경사지게 자르면 타원이 생기고 
축에 평행인 평면으로 자르면 쌍곡선 
이 생긴다. 또한 한 모선에 평행인 
평면으로 자르면 포물선이 생긴다. 

그러므로 원둘레，타원，쌍곡선 
포물선을 통털 어 서 원뿔곡선 이 라고도 
부론다. 

문 제 

1. 다음과 같은 포물선의 표준방정식 , 보조변수방정식을 구하여 라. 

1) 夕 = 4, x 축을 대 칭 축으로 하고 기 축의 오른쪽반평 면에 있다. 

2) p = 6, 기축을 대칭축으로 하고 x 축의 웃쪽반평면에 있다. 

2. 다음과 같은 포물선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 公 를 
구하여 라. 그리고 그림을 그려 라. 

1) ^ y 2 =x 2) 3/ =2 x 3) 3 x 2 =-4 y 

4) 6 x - y 2 =0 5) x 2 +5 y = 0 

3. 자리표평면에서 점 F (0, 3) 을 초점으로 하고 직선 y = -5 를 
준선으로 하는 포물선의 방정식을 구하고 이 곡선의 정점을 
구하여 라. 

4. 포물선 y = JC 2 의 점으로부터 직선 2 jc - y -4 = 0 까지의 거리가 
가장 짧은 점의 자리표를 아래 에서 찾아라. 


1) 丄、 1 

2) fl , A ] 

3) (2, 4) 

4) (1, 1) 

U 4 J 

U 4 j 





그림 2-21 






련습문제 

1. 중심이 (3， -3) 이고 반경이 3인 원둘레의 방정식을 구하고 

이것을 #로 압축하여 얻은 타원의 방정식을 구하여라. 

2. 다음의 2차곡선의 방정식을 표준방정식 으로 고쳐 라. 

1) 4 jc 2 + /=16 2) jc 2 -2/+4 = 0 3) 6 x -/=0 

4) 4 jc 2 =16 + / 5) jc 2 + 5 기 = 0 6) 2 x 2 =18-9 / 

3 . 다음의 조건을 만족시키는 2차곡선의 표준방정식을 구하여 라. 

1) a = 4, c = 3 인 타원 

2) c = 3, 두 점근선사이의 각이 90° 인 쌍곡선 

3) 준선의 방정 식 이 y = -3 인 포물선 

4. 반경 이 r 인 원둘레 ◦와 그안에 한 점 p 가 있다. 점 刀 를 

지나며 원둘레 O 에 접 하는 모든 원둘레 의 중심 들의 모임은 

타원 이다. 증명하여 라. 

5 . 대칭축이 자리표축과 겹치고 리심률이 e = 0.8 이며 초점과 준선 

사이의 거 리가 2인 타원의 방정식을 구하여 라. 

4 

6. 이동점 보에서 고정점 A ( l , 1) 까지의 거리와 점 보에서 고정점 

B (- l , 1) 까지의 거리를 던 차가 부 아닌 실수 (상수)이다. 

이때 이동점 보의 자리길을 아래에서 찾아보아라. 

1) 쌍곡선의 한가지 

2) 쌍곡선의 한가지 또는 하나의 직선 

3) 쌍곡선의 한가지 또는 하나의 직선 또는 하나의 선 

4) 3) 을 제외하고 또 다른 경우가 있다. 

7. 타원 ᅀ+ 오1 = 1 의 초점을 지나고 타원이 x 축과 사귀는 

169 144 

점들을 초점으로 하는 쌍곡선의 방정식을 구하여 라. 

8. 쌍곡선 즈= 1의 왼쪽초점으로부터 거리가 7인 쌍곡선의 

9 16 

점을 구하여라. 
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9 . 그림 2-22 를 보고 쌍곡선을 그리는 방법을 설명 하고 그 근거를 
밝혀라. 



Z® 2-22 


복습문제 

1. 다음과 갈은 직선의 방정식을 구하여 라. 

1) 점 M (0, 3) 을 지나며 방향결수가 소 = 丄인 직선 

2 

2) 점 M (2, -1) 을 지나며 방향곁수가 A ： = -3 인 직 선 

3) 점 M (-3, 1) 을 지나며 x 축의 정방향과 -45° 를 이루는 직선 

4) 두 점 M (5, -3) 과 N (-2, 0) 을 지 나는 직선 

2. 다음과 같은 방정 식 으로 표시 되 는 직 선의 축과의 사귐 점 과 
방향결수를 구하여라. 

1) x-y + 2^0 2) -2 x + 5^ + 3 = 0 

3) 2少-6 = 0 4) -3 x -2 = 0 

3. 다음과 같은 직 선의 방정 식 을 방향결 수에 의한 방정 식 으로 
고치고 그것들을 그려 라. 

1) jc + 5 기-3 = 0 2) -3 x + 2 y = 0 

3) 2少-7 = 0 4) 3 x + 5 = 0 

4. 방정식 jc -2 j + l = a 에서 

1) a =~ l , 0, 3일 때 각각 이 방정식으로 표시되는 직선을 
그려라. 
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2) a 의 값이 커질수록 이 방정식으로 표시되는 직선은 어떻게 
그려 지 는가? 

5 . 점 M (3, -2) 을 지나며 직선 jc-j + 6 = 0 에 평행인 직선과 
수직 인 직선의 방정식을 구하여 라. 

6. 점 M (5, -2) 를 지나며 직선 2jc + 3_v + 5 = 0 에 평행인 직선과 
수직 인 직선의 방정식을 구하여 라. 

7 . 두 점 A (3, 5) 와 B (-3, 4) 가 주어졌다. 점 C (_2, 1) 를 
지나면서 직선 AB 에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

8. 두 직선 fcc - 少一9 = 0과 2 jc + 少+ 5 = 0이 평행이라면 灰는 어떤 
값을 가지는가? 

9 . 직선 (2 m -« + l);t + (m + «-2)_ y -4«-5 = 0 이 少 축에 평행이고 
x 축과 점 A (2, 0) 에서 사귀도록 m , «의 값을 정하여 라. 

10 . 중심이 (0, 0) 이고 점 M (3, 2) 를 지나는 원둘레의 방정식을 
구하여 라. 

11. 다음의 방정식은 어떤 도형을 표시하는가? 

1) x 2 + y 2 -4 y = 0 2) x 2 + y 2 -2 x + 4 y -20 = 0 

12. 타원 ᅪ + S = 에서 e = ~ a2 ~ b2 을 리심률이라고 

부론다. 

1) 타원 1 +스 = 1의 리심률은 얼마인가? 

100 64 

2) 0< e<l 임을 증명하여라. 

3) 원둘레는 《리심률이 0》인 타원이라고 생각할수 있다. 왜 
그런가? 

4) a = 10, e = 0.98 인 타원에서 스 를 구하고 타원을 그려 라. 
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제 3 장. 도함수와 그 음용 


제1절. 극한과 련속 


1. 수렬의 극한 

WHW 다음 수렬들에서 마디의 번호가 끝없이 커질 때 매 
마디의 값이 어디로 다가가는가? 

1 i i ... i: ... 

' 2' 3' ’ n 

수 ■ u „) 에서 마디의 is 호 «이 達없이 커질 때 a „ o ：[ m 
한 수 分寒 S 마든지 가까외•가면 # U „_ 수 a 로 수렴한다고 
말하고 다음과 ■ [ SA 【한다. 

lima n = a 또는 a n 

그리고 수 a 를 수렬 (a n )9i 극한이라고 부른다. 


례 1. 1) h 농！丄 = 0 

2) 쓰土^일 때 a„=l + 丄이므로 «이 끝없이 커질 

n n 

때 은 1에 수렴한다. 



수렬이 수렴하지 않으면 그 수렬은 발산한다고 말한다. 

수렬 2, 4, 6，…，2«에 서 와 같이 «이 끝없 이 커 질 때 마디 의 값이 
얼마든지 커지면 수렬은 무한대로 발산한다고 말한다. 

또한 수렬 3，一3，3，一3，… 에서와 같이 마디 가 몇개의 
값을 차례로 되풀이하여 잡으면서 일정한 수로 가까와가지 않으면 
수렬은 진동발산한다고 말한다. 
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3) lim 쓰 

«—。° n + \ 

2. 다음 극한을 구하여 라. 

1 ) lim(V« + 1 - ■\ ln - V ) 

3) lim ( V « 2 -3 n + 5 - ri ) 

2 . 무한갈은비수렬의 합 
첫째 마디 가 a (^0), 공통비가 이 >0) 인 무한같은비수렬 
a , aq , aq 2 , •••，公公"- 1 , … 

에서 처음 «개 마디의 합을 

S „ =a + aq -\ — + 公公”- 1 
로 표시하면 « = 1, 2, 3, … 일 때 수렬 

Si ， s 2 , •••, s „, … 

이 얻어진다. 이 수렬이 수렴하면 극한 
limS„=S 

를 무한같은비수렬 (예” -1 ) 의 합이 라고 부르고 다음과 같이 표시 한다. 
S = a + aq + aq 2 H — + 幻公"一 1 H — 

또는 

及 =i 

(1) |?戶0일 때 

같은비수렬의 합의 공식을 쓰면 

公 一 公 公" 2 公 公 n 



그런데 |이<1이면 

kl>kl 2 >kl 3 > 〜 >kl ”>〜 

이고 «이 끝없이 커감에 따라 은 0에 얼마든지 가까 
와전다. 즉 

lim 公 w =0 
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2 


즉 1 + —+ — + ••• + —— r + --- = 2 

2 4 2"- 1 

무한갈은비수렬의 합의 공식을 쓰면 순환소수를 쉽게 분수로 
고칠수 있다. 

례 2. 순환소수 0.(7) 을 분수로 고쳐 라. 

( SOI ) 0. (7)=0.777-" = 0. 7 + 0.07 + 0. 007 + ". 

_ 7 7 7 

= 元 +균+ 1문 + … 


이것은， 
따라서 


= 1급， 


10 


인 무한갈은비 수렬 의 합이다. 


0. (7) = 


"10 


문 제 

. 다음 합을 구하여 라. 


1) :었 


2) 


«=1 


2. 다음 순환소수를 분수로 고쳐라. 

1) 0.(13) 2) 0.4(23) 

3 . 다음 극한을 구하여 라. 

2-2" 이 2"+3" 

1 ) lim - 2 ) lim - 

2 + 5 " 00 1 — 4” 


3) 結 

3) 1.2(12) 


5 + 3 w 

3) Ss 구「 


3. 함수의 극한 

일정한 압력밑 에서 물체의 온도를 점점 낮추어 -273° C 에 가까 
와가면 물체의 분자들의 운동은 정지상태 에 들어간다. 이것은 물체 
의 온도 T (절대온도)가 련속적으로 변하면서 一 273° C 에 끝없이 
가까와갈 때 물체의 분자들의 운동속도 v 가 얼마든지 0에 가까 
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와간다는것을 보여준다. 과학과 기술에서는 이와 같이 독립변수가 
일정한 값으로 련속적으로 끝없이 가까와갈 때 함수값의 변화를 살 
펴보아야 할 경우가 많다. 

례 1. 함수 /( jc ) = 2 jc -1 에 서 변수 x 가 2에 끝없 이 가까와갈 
때 함수값의 변화를 살펴보자. 

변수 x 가 2에 가까와지는 방법 에는 여 러가지가 있다. 2 
보다 큰 값을 잡으면서 갈수도 있고 작은 값을 잡으면 
서 갈수도 있다. 또한 2보다 큰 값과 작은 값을 엇바꾸 
어 잡으면서 갈수도 있다. 

다음 표에서는 2보다 작은 값과 2보다 큰 값을 각각 잡 
으면서 2에 가까와지 는 경 우에 함수 /(功의 값의 변화 
를 보여주고있다. 


X 

1.9 

1.99 

1.999 

1.999 9… 2 

fix) 

2.8 

2.98 

2.998 

2.999 8… ᅳ 3 


X 

2.1 2.01 2.001 2.000 1"— 2 

Ax ) 

3.2 3.02 3.002 3.000 2… 나 3 


변수 x 가 아무런 방법 으로나 2에 끝없이 가까와가도 
/(시의 값은 3에 얼마든지 가까와간다는것을 알수 있 
다. (그림 3-1) 




례 2. 함수 g { x ) = ^ 는 씨 에서 뜻을 가지지 않지만 

x-l 

JC 숏1인 모든 ; c 에서 JC -1 굳0이므로 
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g ( x ) = 


( x - l)(x + l )_ 


따라서 JC 부 1 이 면서 JC 가 아무런 방법 으로나 1에 끝없 이 가까 
와갈 때 함수 g(>) 의 값은 2 에 얼마든지 가까와간다. (그림 3-2) 

함수 /(功 가 점 a 의 충분한 가까이 에 서 늘 뜻을 가진다고 하자. 


변수 jc 가 아무콘! 방相효당나 수 a 에 끝없이 가까와■가 SS (； c 굳 a ) 
함수 f ( x ) 의 값이ᄉ_ 일정한 수 A 에 입 nfe 지 가까외•가면 함수 
/0) 는 x 가 가까와갈 때 수 A 로 수렴한 [_ 말하고 다음과 

_【표시한다. 

lim /( x ) = A 또는 f ( x )^ A ( x ^ a ) 

그리고 수 A 를점 a 에서 함수 f ( x ) 의 극한이라!!議■다. 


함수의 극한표시 에 서 기 호 : t 구성 는 x 가 x 굳 a 이 면서 a 에 끝 
없 이 가까와간다는것 을 직 관적 으로 표시한것 이 다. 

우에서 본 례들은 극한기 호를 써서 각각 다음과 같이 표시 할수 있다. 

x 2 -l 

lim(2x-l) = 3, lim- —— = 2 

녀2 네 x -\ 

JC 나 fl 일 때 함수 fix ) 가 수렴하지 않으면 함수 fix ) 는 
JC 여 성일 때 발산한다고 말한다. 

례 3. 함수 /( JC ) = i 은 jc ->0 일 때 그 절대값이 얼마든지 커 
지면서 일정한 값으로 가까와가지 않는다. 따라서 함수 
/( JC ) = 1 은 JC -사)일 때 발산한다. 



그림 3-3 그림 3 -4 
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(2) ’ lim [/ (x) + g ， (X) + h { x )\ = lim f (x) + lim g ( x ) ± lim h { x ) 

x->a x—>a x—>a x—>a 

⑶ ’ lim [/ (x) • g ( ᄌ ) • h { x )\ = lim f (x) • lim g(x) • lim h ( x ) 

x—>a x— x->a x—>a 

우에서 든 극한의 성질을 쓰면 함수의 극한계산을 쉽게 할수 있다. 
례 4 . 1) lim(3x + 2)=lim3x+lim2 = 31imx+2 = 3-l + 2 = 5 

x->l x—>l X^>1 x->l 

2) lim' 2 = lim(x - x ) = limx - lim' 

x—>2 x—^1 x—^1 x—^1 

= (lim x) 2 = 2 2 = 4 

x」>2 

일반적으로 

lim ᄌ” = (limx) n = 公 72 


례 5. 1) lim(2x 2 + 3x + 5) = 2limx 2 + 3limx + lim5 

x—^2 x—^1 x—>2 x—^1 

= 2-2 2 +3-2 + 5 = 19 

2) lim [(3x + l)(x 2 -2 x + 1)] = lim (3x + 1) • lim (x 2 -2x + l) 

x->-2 x^>-2 x->-2 

= (3 lim x + lim 1) • (lim x 2 -2 lim x 4 - lim 1) 

x — > 一 2 x ― > 一2 x —>—2 x —>一2 x —>一2 

= [3-(-2) + 1]-[(-2) 2 -2-(-2) + 1] = (-5)-9 = ^5 
일 반적 으로 /( x ) 가 ; c 에 관한 옹근식 으로 표시 된 함수이 면 
lim/(x) = /(a) 


례 6. 다음 극한을 구하여라. 


1 ) 


lim 


x + 2 
3 x 2 -l 


2) 


x 2 + x - 
+ 2 x —: 


(SO 1) 1) lim(x + 2) =1 + 2 = 3 

lim (3; c 2 - l ) = 3* l 2 -l = 2^0 이므로 
성질 (4) 에 의하여 


lim 


x + 2 _ Sfr + 2 ) _3 
3x 2 -l _ lim(3x 2 -l) _ 2 

X— >1 
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2 ) 


lim ( x 2 + x - 2 ) = l 2 + 1-2 = 0 

X->1 

lim ( x 2 + 2 x -3) = l 2 +2- l -3 = 0 


이므로 성질 (4) 를 직접 쓸수 없다. 

이 경 우에 는 x-1 부 0 이 므로 다음과 같이 고처서 계 
산한다. 


lim 


ᄌ 2 + X — 2 
x 2 +2x-3 ' 


lim (x + 2)(x-l) =lim x ± 2 


► i(x + 3)( x - l ) 


jc + 3 


lim(x + 2 ) 3 

lim(x + 3) _4 


례 7. lim . 를 구하여라. 

너 0 y/x + 1-1 

( SOI ) 이 경우에도 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 상의 극 
한에 관한 성질을 쓸수 없다. 이 경우에는 다음과 같이 
분모를 유리화하고 계 산한다. 


■^yfx + 1-l _ 


x ( V ^+ T + i ) 
n o(Vx + l-l)(Vx + l+l) 

x(^^x + \+l) 


= lim(Vx+T + l) = 2 


문 제 


1 . 다음 극한을 구하여 라. 
1) lim (2 x 2 -3 x + l ) 


3) lim 」^ 

몌 jc 2 -2 

2 . 다음 극한을 구하여 라. 

■! 、 ~Jl~X - I 

1) lim - 


3) lim 수도 2 

네 \j2-x -1 


2) lim ( x 2 + 5 x -1) 

니一3 

A \ r 2 x 2 —x — 3 
4) lim - 

그거— 3 x + l 

n \ r 、ll + x -、/ l-x 
2 ) lim - 

네 x 

.\ V — 2 x + 2 — 1 

4) lim - 

네 x -\ 
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이므로 


그런데 0< sin ; c<l (0 < jc <^) 이 -E 


1 <-<- 

sin x cos x 


좌 o I 、 2 ) 

이번에는 一즈 < jc <0 이면서 ;c 우0인 경우를 보자. 

2 

이 경우에 이 라고 놓으면 

ᄌ나0 厂-증<ᄌ <0)0：^ 우0 厂 Oo ^ ◊는! 

이므로 

i Sin( - Xl) = lim^^ = lim^ = 

자 — o - x x 여40 - x x 자냐0 x x 

이 리하여 아무런 방법 으로나 JC 나 0일 때 
sinx 


lim 化 ᄌ = lim - 


-^i 


즉 


lim - 

^->o 
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안같기 식 


^-< 


smx cosx 


로부터 


lim— 


= 1 


이 라는것도 곧 알수 있다. 

이 극한들을 씨서 삼각함수가 들어있는 일 련의 함수의 극한을 
쉽게 구할수 있다. 

T，. , .X sin3x 3sin3x ... sirU - . . , . , 

례 1. 1) lim - = lim - = 31im - = 3-1= 3(t = 3x) 

x^>0 X 니0 3x t^>0 t 


2) lim 선네변즈식 

x^>0 sin 2x 义세 2 5x sin 2x J 


.5. 1>1= 5 
2 2 


ᄀ 、 tanx v f sinx 1 ] 

. 1) lim - = lim - 

너 o x x cosx ) 

sinx 1 , 1 , 

= lim - lim - = 1 • - = 1 

너 0 X 나 0 cos % 1 

2) lim 1 - C » SX = lim (1 -7 x)(1 + COSx) 

너 0 X 나 0 JC (l + COSJC) 

1 - cos 2 x sin 2 x 


— i 丄丄丄 i^ — i 丄丄丄 ir 

X ^°x (1 + cosx) x ^°x (1 + cosx) 

= i 2 _4= 


x^Ol + COSX 


. 다음 극한을 구하여 라. 

.X sin5x 

1) lim - 

너 0 3x 


2) lim 으 
나 0 tan 3 그 : 


3) lim — 

x^f 


4) lim- 
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2. 다음 극한을 구하여 라 


1) lim - 

나01 — COS ᄌ 

3) lim 厂 x- 는 jtanx 

3. 이 옳은가? 

다 0 1 + X 

5. 함수의 련속성 

W 1 W 다음것 이 옳은가? 

1) 함수 f { x ) 가 JC = a 에서 뜻을 가지지 않으면 
JC = fl 에서 극한을 가지지 않는다. 

2) 함수 /( jc ) 가 x = fl 에서 뜻을 가지고 극한이 있 
으면 lim/(jc) = /(a) 이 다. 

3) x = a 에서 함수 /( jc ) 의 그라프가 끊어지지 않고 
이어져 있으면 함수 /(功는 Jc = a 에서 극한을 가 
전다. 

함수의 련속의 개념은 함수의 극한개념과 밀접한 관계를 가진다. 



함수 /(功가 점 x = a 에서 련속이기 위 해서는 다음 세 조건을 
만족시켜야 한다. 

1) /0)가 점 Jf = a 에서 뜻을 가져 야 한다. 

2) 극한 lim /( jc ) = A 가 있 어 야 한다. 

3) lim f ( x ) = f ■(公) 이 여 야 한다. 
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함수 /⑶가 점 义 = «에서 련속이 아닐 때 점 a 를 함수 f ( x ) 




의 불련속점이라고 부론다. 

함수가 주어진 점에서 련속인가 련속이 아닌가 하는것은 직관 
적으로 그라프가 주어진 점에서 끊어지지 않고 이어졌는가 또는 끊 
어져서 떨어졌는가 하는것과 갈다. 

례 1. /( jc ) = 3 jc 2 +jc 는 점 ; c =3 에 서 련속이 다. 

사실 /(3) = 3_3 2 + 3 = 30 

lim f { x ) = lim (3 x 2 + x ) = 3-3 2 + 3 = 30 

너 3 ^->3 

이므로 

lim /( x ) = /(3) 

례 2. /的 : 즈느그 1 ■ 은 점 jc = 1 에 서 불련속이다. 
x-l 

사실 이 함수는 x 우1일 때 극한 2를 가지지만 JC = 1 에 
서는 뜻을 가지지 않는다. 그라프에서 보는것처럼 이 함 
수의 그라프는 점 M ( l , 2) 에서 름이 생겨 끊어져있다. 



례 3. / Gc ) = ^M 점 ; c =2 에 서 불련속이 다. 
x — 2 

사실 이 함수는 점 x = 2 에서 뜻을 가지지 않을뿐아니라 
jc 여>2일 때 극한도 가지 지 않는다. 그라프에 서 보는것처 
럼 이 함수의 그라프는 점 x = 2 에 서 끊어 져 있 다. 

함수 /( x ) 가 주어진 구간의 매개 점에서 련속이면 함수 /( x ) 는 
그 구간에서 련속이라고 말한다. 특히 / Oc ) 가 닫긴구간 [ fl , 이 에서 련 
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문 제 


다음 함수들은 어데서 련속이고 어데서 불련속인가? 


4) y = cos(x + 2) 


다음 수렬 들가운데 서 수렴하는 ᅪ 
여라. 


2. 다음 수렬들가운데서 수렴하는 ᅪ 
여라. 


4) lim - (a > 0, a 굳 1) 


다음 함수들의 극한을 구하여 라. 


1) lim 3 jc 2 0-2) 


2) lim 즈上프 

네 2 x + l 

x 2 -5x + 6 
4) lim — ：- 

다 2 x -\2x + 20 
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cosx 




함수 7 = /00가 주어졌다고 하자. 

X의 값이 a 로부터 fl + ZK；? 굳 0) 까지 변할 때 


X 

a a + h 

y 

m f(a + h ) 


JC 의 값의 변화는 h 
7의 값의 변화는 f{a + h )- f { d ) 

이때 x 와 y 의 값의 변화를 각각 
Ax = h , Ay = f(a + h )- f ( a ) 

와 같이 표시하고 Ax: (《델타 jc 》) 를 jc 의 증분， A; 
를 Ax: 에 대 응하는 y 의 증분이 라고 부론다. 

증분은 정 일수도 있고 부일수도 있다. 

함수의 증분 ~의 변수의 증분 Ax 에 대 한 비 
Ay _ f(a + h )- f ( a ) 

Ax ~ h 

를 jc 의 값이 fl 로부터 a + /? 까지 변할 때 의 함 
평균변화률이라고 부론다. 이 평균변화률은 변" 
= 에 따라 달타진 다. 


폐 


lim^=lim /(a + Ax) - /(a) 

ᅀ너 o Ax ᅀ너 o Ax: 


가 있으면 함수/ (JC) ■요 X = fl 에서 미분가능하다고 
그 s:_o 【 점 jc =«에서의 f ( X ) 의 □ i 분결수 






례 1. 함수 少 = X 2 + JC 의 점 ； c =2 에서의 미분결수를 구하여라. 
(풀이) 점 ; c =2 에 서 변수의 증분을 ᅀ jc = 쇼 로 표시하면 

Ay = f(2 + h)-f{2) = [(2 + h) 2 + (2 + h)]-(2 2 + 2) = 5h + h 2 
2와 2 + /?사이 에 서 함수의 평 균변화률은 
^ = f{2 + h)-fi2) =5 + h 
Ax h 

ᅀ jc — 0일 때 이것의 극한을 구하면 


lim — = lim (5 + h) = 

Ax->0 Ax h 」 노 o 


따라서 함수 j ； = jc 2 +jc 는 점 ; c =2 에서 미분가능하고 그 
변화률은 


/，(2) = 5 


문 제 

1. 함수/ ( jc ) = 3 x 2 에서 변수 X 가 다음과 같이 변할 때 평균변화률 
을 구하여 라. 

1) -3 에 서 1까지 2) 3에 서 -2 까지 3) 2에 서 2 + /?까지 

또한 /'(2)를 구하여라. 

2. 다음 함수에 대해서 /'(-2)，/'四，/'(句를 각각 구하여라. 

1) f(x) = l0-2x 2) f(x) = 3x-x 2 


미분결수의 그라프적의미 


미분결수 /'( fl ) 가 함수 /0)의 그라프에서 어떤 의미를 가지는 
가를 보자. 그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이 
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三® 3-16 


그림 3-17 



MP = Ajc 

^V = ^y = f{a + h)-f{a) 


즉 평균변화률은 가름선 MN 의 방향결수를 나타낸다. 


이제 Ax = 가구 •() 이면 점 N 은 함수 /0) 의 그라프 L 를 따라 
점 보에 끝없이 가까와가고 가름선 MN 은 그 방향을 점 차 바꾸면 
서 직선 MT 에 얼마든지 가까와간다. 이 직선 보고를 점 보에서 
곡선 L 에 그은 접선이라고 부르고 점 M 을 이 접선의 접점이라고 
부른다¬ 
가름선 MN 이 접 선 MT 로 가까와갈 때 « —" 이 다. 

따라서 함수 /0)가 점 a 에서 미 분가능하면 


/ ( a ) = lim — = lim -= lim tan 幻 r = tan ；" 

Ax N->M MP 
(NeL) 


그런데 tan " 는 접선 MT 의 방향결수이다. 이리하여 미분결수 
는 함수의 그라프에서 접선의 방향곁수를 의미한다. 


례 2. 포물선 y = JC 2 의 점 (1, 1) 에서 그은 접선의 방정식을 구 
하여라. 

(풀이) 점 (1, 1) 에서 포물선 j = x 2 
에 그은 접선의 방향결수는 
jc = 1 에서의 함수 f ( x ) = x 2 
의 미분결수이므로 

, /(1 + Ax)-/(1) 


•广 d) = i^ 
= lim - 


Ax 

, (l + Ax ) 2 -! 2 
Ax 

= lim (2 + Ax ) = 2 
즉 접선의 방향결수는 2이 다. 



포물선 j ； = jc 2 의 점 M ( l , 1) 을 지나면서 방향결수가 2 
인 직선을 그으면 그림 3-18 과 같다. 이것이 곧 y = x 2 
의 그라프의 점 M ( l , 1) 에서 그은 접선이다. 
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그 방정식은 



이므로 

y -\^ 2 ( x -\) 

또는 

2 x _ 少 -1 = 0 

문 제 

1. 포물선 j = jc 3 의 점 (2， 12) 에서 그은 접선의 방향결수를 구하 
여라. 

2. 포물선 j = jc 2 -2 jc + 1 의 점 (2, 1) 에서 그은 접선의 방향곁수를 
구하고 그 방정식을 써 라. 

3. 기축에 평행인 접선을 그을수 있는 점에서 함수는 미분가능하지 
않다. 왜 그런가? 

4. 함수 기 =| jc | 는 점 jc = 0 에서 미분가능하지 않다. 왜 그런가? 

1) 정의에 맞추어 따져보아라. 

2) 이 점에서 주어진 함수의 그라프에 접선을 하나로 그을수 
있는가를 생각해보고 대답해보아라. 

5. 함수 ^ = f ( x ) y \ jc = fl 에서 미분가능하면 x = a 에서 련속이 다. 
왜 그런가? 


미분결수의 력학적의미 
어떤 물체가 운동법칙 

s = /(0 

에 따라 직선운동을 한다고 하자. 이것은 시간 /의 함수로서 물체 
가 운동한 거 리 S 를 표시한다. 

어떤 순간《 에서부터 산만 한 시간이 지나는 동안에 물체가 
운동한 거 리 를 Ay 로 표시 하면 

As = nt + At)-f(t) 

따라서 시각 ^와 산사이에서의 물체의 평균속도는 
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„ _AS _f(t +At)-m 

네 = 도 

물체 가 등속직선운동을 한다면 I 노가 바로 물체의 속도로 될것 
이다. 그러나 부등속운동을 하는 경우에는 순간마다 속도가 달 

타진다. 그러므로 I ;ᅀᄆ=쓰는 시각 요와 산에 따라 달타진다. 그 
At 

러 나 산 를 작게 잡으면 잡을수록 는 시각 f 에서의 물체의 속 
도를 보다 가깝게 표시한다고 볼수 있다. 그러므로 산여신 일 때의 
평균속도의 극한 

.. .. f(t + At) — f(t) 

lim v M = lim — - J ’ 

ᅀ卜 >0 A 卜 >0 At 

를 순간 f 에서의 물체의 속도로 정할수 있다. 즉 시각 ^에서의 
물체의 속도를 I ;(산로 표시하면 
v { t)=m 

이 리 하여 


□ [분절수는 력학자 S 요순江속도 S 의미한다. 


례 3. 높은 곳에서 떨어지는 물체의 떨어진 거리 ^와 떨어지는 
시간 f 사이에는 공기의 저항을 무시하면 



라는 관계가 있다. 여기서 g 는 중력가속도이다. (g 幻 9.8 m / s 2 ) 
물체가 떨어지기 시작하여 ^초 되는 시각의 물체의 속도 
를 구하여 라. 

( SOI ) 시각 시에서부터 산만 한 시간이 지나는 동안에 물체가 
떨어진 거 리를 As 라고 하면 
ᅀ5 = 가，+ 산) 一 身① 


= ~ g(t + At ) 2 - - gt 2 = gt-At + - g ( At ) 2 

A. gt'^t + ^g(At) 2 i 

v At = —— = - - - = g(t +— At ) 

At At At 5V 2 ^ 


이므로 
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lim v Kt = lim — = lim g\ t +—At\ = gt 
At^O At At^O At A 나 O ' 2 J 

이 리하여 구하려 는 속도는 
때) = gt 

즉 물체가 떨어지기 시작하여 r 초 되는 순간의 물체의 
속도는 안이다. 


문 제 

1. 어떤 물체가 운동법칙 써)이 2 -나1에 따라 직선운동을 한다. 
시 간 ᄉ가 다음과 같이 변할 때 그 평균속도를 구하여 라. 

1) 2에서 3.1 까지 2) 2에서 3.이까지 

3) 2. 99에서 3까지 4) 3에서 3 +쇼까지 

2. 어떤 물체가 운동법칙 천)이 2 -았+ 1에 따라 직선운동을 한다. 
시각 t = 2, 호 = 5에서의 속도를 구하여 라. 


2. 도함수 

함수 /0)가 구간 (이 시의 매개 점에서 미분가능하면 함수 
/0)는 구간 U , ZO 에서 미분가능하다고 말한다. 

함수 /⑶가 구간 (a , 公)에서 미분가능하면 U , 公)의 매개 
점 JC 에는 그 미분곁수 /'切가 대응한다. 이것은 (a, 시를 뜻구 
역으로 하고 미분결수들의 모임을 값구역으로 하는 하나의 새로운 
함수가 정 해졌다는것을 의미한다. 


이 재로 S 함수를 f 로 표시하고 / 로^ Q 【끌어졌[: 
의미에서 함수 / 班 도함수라고 .축 

Ax )= lim /(X + Ax) - /(X) , b) 

ᅀ너 o Ax 


도함수 戶를 

y', f\x), 

등으로도 표시한다. 


쁘 df(x) 
dx ， dx 
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례 1. 少 = 났의 도함수를 구하여라. 

(SOD 임의의 점 xe (- 00 , + 00 ) 에서의 증분을 Ax 라고 하면 
Ay = /0 + ᅀ jc) - f{x) = 0 + Ajc ) 3 - x 3 
= 3 jc 2 ᅀ jc + 3 jc (ᅀ x ) 2 + ( Ax ) 3 
= Ax :[3 x 2 +3 x ( Ajc ) + ( Ajc ) 2 ] 

따라서 

lim 쏘 = lim [3x 2 + 3 x ( Ax ) + ( Ajc ) 2 ] = 3 x 2 

Ax^O Ax Ax->0 

즉 

y' = 3x 2 , x e (-oo, + oo) 

이때 

/，(1) = 3_1 2 =3， /，(-3) = 3_(-3) 2 =27 

례 2. 7 = 丄의 도함수를 구하여라. 

(SO [) 임 의 의 점 x(x 古 0) 에 서 의 증분을 Ax 라고 하면 

Ay = f( X + A X )-f( X ) = — i — 
x + Ax 

Ay _ 1 

Ax x(x + Ax) 

이므로 

lim ^= lim ( 

ᅀ， c - M ) A 刀: ᅀ니새 



이때，液 5 : 士운 ，，붉| 

도함수를 구한 결과를 표시하기 위하여 때로는 

的’ = 3 式 [£ 卜+ 

와 같이 쓰기도 한다. 


x(x + Ax )) x 2 


1 = Ax 
x x(x + Ax ) 


65 



문 제 

1. 다음 함수의 도함수를 구하여라. 

1) y = 3 x -5 2) y = 3- x 2 

3) s = 2-5 t 3 4) u = — 

V 

2. /( jc ) = 在의 다음 도함수를 구하여라. 

/(!) = ?, /(4) = ?, /，(25) = ? 

3. 도함수계산 

도함수를 구하는것을 미분한다고 말하고 도함수를 구하는 산법 
을 미분법이라고 부른다. 먼저 간단한 함수의 도함수를 구하고 도 
함수계산에서 널리 쓰이는 미분법의 규칙을 이끌어내기로 한다. 

(1) 상수의 도함수 

f{x)=C (C 는 상수)라고 하면 
Ay = f{x + Ax ) -f(x) = c-c = 0 
이므로 



(2) 少 = f («은 정의 몸근수)의 도함수 

，⑴ = jc 2 이라고 하면 
A y = f(x + Ax )~ f ( x ) = (x + Ax ) 2 - x 2 
= 2 x-Ax + ( Ax ) 2 
Ay = 2x-Ax + (Ax) 2 =2x + Ax 
Ax Ax 
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이므로 


소 


丄= lim (2 x + Ax ) = 2 x 
Ax 


( x 2 y =2 x 

/( jc ) = jc 3 이 라고 하면 앞의 례 1에 서 본바와 같이 
야 3 )，= 3， 


일 반적 으로 /( jc ) = jc ” 일 때 


(x n y = nx n ~ l (neN) 


⑶ 상수배의 도함수 

少 = c/(;t) (c 는 상수)라고 놓으면 
Aj =cf(x + Ax)-cf (x) = c[f(x + Ax )-/ ⑴] 
Ay 사 f(x + Ax)-f(x) 

Ax Ax 

이므로 / o ) 가 미분가능하면 

lim 쏘 =lim C . ■他 + AX) - ■八功 

ᅀ나 o Ax ᅀ너 o Ax 

= clim f (-± Mzm =cnx) 

Ax^O Ax 

즉 

_ Q 

f (c/O)) = cf\x) 


례 1. X ) 少 = 3 jc 2 이면 

y = (3 ᄌ 2 ) , = 3(x 2 y = 3 • 2x = 6x 

2) s = 2 戶이면 
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s' = (2t 5 )' = 2(t 5 )' = 2-5t 4 =l0t 4 

^(0) = 10 0 4 = 0, 바 2) = 10 •分 = 160 


문 제 

1 . 다음 함수의 주어 진 값에 따르는 도함수를 구하여 라. 

1) y = x 2 , y '( l ) = ? 2) y = 2 x + 3 x 3 /(0) = ? 

2. 다음 함수를 미분하여 라. 

1) y = x \ y(o) = 

3) y = -2 x 3 

(4) 합과 자의 도함수 

기 = /(功 + 요(功라고 놓으면 

Ay = [/(x + Ax ) + g(x + Ax )]-[/( x ) + g ⑶] 

= [ f(x + Ax )- f (； x )] + [ g ( x + Ax )~ g ( x >] 

Aj _ f(x + Ax )~ f { x ) ^ g(x + Ax )- g ( x ) 

Ax Ax Ax 

이 므로 f ( x ), g ( x ) 가 미 분가능하면 

lim ^= lim ，(사)-，⑴ + lim 加엤 
Ax ᅀ나 o Ax Ax^O Ax 

= f '( x ) + g '( x ) 


(/W + g ⑴)’ =f'{x) + g\x) 
차의 도함수공식도 꼭 마찬가지로 하여 
(/0) - 요⑴) =f\x)-g'(x) 


2) p = 0 4 9 — ^ J = ? 

4 ) 가 - 는 4 
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함수가 3개 이상인 경우에도 합과 차의 도함수공식 이 그대로 성 
립한다는것을 쉽게 알수 있다. 

례를 들어 

{m + g(x) + Kx)) = f(x) + g'(x) + h\x) 
if(x) - g(x) - h(x)) = f\x) - g\x) - h\x) 

례 2. 1) j ； = 5 jc 2 + 6 jc + 1 이면 

/ = (5 x 2 +6x + 1/ = (5x 2 )' + (6x)' + (1)， 

— 5 • 2x + 6 • 1 + 0 = 1 Ox + 6 
2) 《 = 3分 3 +2 分 2 - 5 이 면 

/ = (3 分 3 + 2分 2 - 5)，= (3 分 3 )’ + (2 分 2 )，-(分 
= 3.3 分 2 十2.2多一0 = 9分 2 +4分 
/(1) = 9_1 2 +4_1 = 13 
s\a + b) = 9{a + bf +A{a + b) 

례 3. y = (2 jc - l )(3; c -2) 이면 

(2 jc -1)(3 jc -2) 를 풀어 서 미 분한다. 
y = (2x-\) (3 x -2) = 6 x 2 -7 x + 2 
이므로 

'/ = {(2x - 1) (3 x - 2)/ = (6x 2 -lx+ 公， 

= (6 x 2 y -(7 xy +(2 y 
= 6_2 jc -7_1 + 0 = 12 x -7 


문 제 

1. 다음 함수를 미분하여라. 

1) y = 3x-2 2) y = l-x + 2x 2 -5x 3 

3) y = jX 3 -2x + 5 4) s = t 3 -2t 2 + 2 

5) y = x n + nx, y '(\) = ?, y \ d ) = ? 

6) y = a 0 x n + a x x n ~ x + ••• + a n _ x x + a n 
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2. 다음 함수를 미분하여라. 

1) y = x (2 x - l ) 2) y = ( x - l )(5 x + l ) 

3) y = (2 x + 3) 2 4) y = { A - x){x + 2) 

5) y = x 2 (2 x + 3) 6) y = ( l - x )( x 2 + 2 x - l ) 

(5) 적과 상의 도함수 

X 

('分 ( f ( x )- g ( x)Y = f '( x ) g ( x ) + f ( x ) g '( x ) 

(2) (^j = / ， (X)g( g2~ x f X)g，(X) ( 요 ， 0 ) 


사실 

(1) J = f(x) • g (功 라고 놓으면 

Aj = f(x + Ax) • g(x + Ax)-f{x) _ g(x) 

= f(x + Ax)-g(x + Ax)-f(x)-g(x + Ax) + 

+ f(x)-g(x + Ax)-f(x)-g(x) 

= lf(x + Ax)~ f(x)] _ g(x + Ax) + f(x) _ [g(x + Ax)~ 요 (功 | 
이므로 

Ay = /(x + Ax)-/(x) g(jc + Ajc) + /(jc)g (x + Ax)- g (x) 
Ax Ax Ax 

lim lim ， (X + AX) ' 八 X) lim g(x + Ax) + 

Ax 나 0 Ax ^x ->0 Ax Ax ^>0 

+ f(x) lim g(x + Ax) ~ g(x) 

ᅀ나 o Ax 

= f\x) + Ax) + f(x)g'(x) 

그런데 유는 미분가능하므로 련속이다. 따라서 

lim^ = f'(x)g(x) + f(x)g\x) 

Ax 

즉 /.요는 미분가능하고 

(/( 功 _g (功) = f'{x)g{x) + f{x)g\x) 

(2) 도 (1) 과 꼭 마찬가지 로 증명할수 있 다. 
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례 4. 1) 7 = (2 jc + 1)(3- jc 2 ) 이 면 

f = 0 c +1)，(3 - x 2 ) + (2 x + 1)(3 - x 2 )' 

= 2(3 - x 2 ) + (2 x +1)(-2 ᄌ) =6-2 x -6 x 2 

2) ；； = 즈=1이면 

x + 1 

^(x-iy(x+i)-(x-i)(x+iy 
기一 야 +i ) 2 

x +1 - (x -1) 2 

(x + l) 2 = (x + l) 2 

례 5. y = \ = x-"(n e N) 이 면 


\'x n -(x n y _-nx 
(x n ) 2 = x 2n 


{x~ n )'= -mc- n ~ l 

이 리하여 « 이 옹근수인 테두리 까지 제 곱함수의 도함수공식 을 
넓힐수 있다. 


(x n )' = nx n ~ 1 (neZ) 


문 제 


1 ■ (fix) _ g ( X ) • h(x))' = f\x) g ( x ) h(x) + f{x) g'(x) h(x) + f{x) g(x) h\x) 
가 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

2. 다음 함수를 미분하여라. 


1) y = (2x-5)(3x + l) 

3. 다음 함수를 미분하여 라. 


1) y = 


2x 

"l-7x 

2x-l 

~ 3 ) 


2) y = (l-3x)(3x 2 -x + 2) 
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앞에서 본 공식들을 하나로 묶어보면 다음과 같다. 


(1) ( c )' = 0( cS : 심수) 

(2) (났)연수) 

(3) ( c ， (功) , = cf \ x ) ( c : 變 상수〉 

⑷ ifix) + g(x)) = fix)+.g\x) 

{ m - g { x ))= f \ x )- g \ x ) 

(5) ( f ( x ) _ g ( x ))' = f '( x ) g ( x ) + f ( x ) g '( x ) 

(6) (g(x)^0) 


례 6. 포물선 기 = jc 2 -4 jc + 5 의 점 M (3, 2) 에서 이 곡선에 그은 
접선의 방정식을 구하여 라. 

(■>[) y ' = ( x 2 -4 x + 5)' = 2 x -4 
/(3) = 2-3-4 = 2 

이므로 구하려는 접선의 방향결수는 2이 다. 즉 


수2 

■X-3 

따라서 접선의 방정식은 
y -2 = 2( x -3) 


또는 


2 x - y -4 = 0 


문 제 

1. 포물선 >； = jc 2 -jc 의 점 (1, 0) 에서 이 곡선에 그은 접선의 방정 
식 을 구하여 라. 그리 고 이 접 선이 X 축과 이 루는 각을 구하여 라. 

2 . 어떤 물체를 처음속도 300m/s 로 땅면에 수직되게 쏘아올렸다. 
r 초후의 물체의 높이를 /? m 라고 하면 

쇼 = 30아一 4.아 2 

이다. 이 물체가 가장 높은 높이에 이르기까지의 시간과 그 높 
이를 구하여라. 그리고 다음 순간에 물체가 올라가는가 떨어지 
는가를 말하여 라. 

1) 가=20초 2) 가=30초 3) 요=32초 
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련습문제 

1. 함수 7 = | x 3 에 대 하여 다음것 을 구하여 라. 

1) JC = 1 과 JC = 2 사이에서의 평균변화률 

2) jc = 2 와 jc = 3 에서의 평균변화률 

3) jc = 3 에서의 변화률 

2. 다음 함수들을 미분하여라. 

1) y = 0.5-3 x 2) y = 5 x -4 x 2 

3) 5 = 10-/ 3 +2 t 4 4) < p ( x ) = mx n + nx m 

5) y = 2x 10 - 2 x 5 + x 6) y = —(2 x + Y ) 2 

4 

3. 다음 함수들을 미분하여 라. 

1) y = x \ l - x ) 2) j = (5 z 2 -1)(3 + 2 z ) 

3) y = ( l -4 s 2 )(2 s 2 +\) 4) y = ( x n + a n )( x m + a m ) 

4. 포물선 j = - jc 2 + 2jc 에 그은 접선이 jc 축의 정방향과 0° 의 각을 
이루는 접점은 어떤 점인가? 또한 45° 의 각을 이루는 접점은 
어떤 점인가? 

5. 점 x = 0.5 , jc = 1 에서 포물선 j = x 2 -2 x + 5 에 그은 접선의 방 
정식을 각각 구하여라. 

제 3 절 . 도함수의 응용 

1. 함수값의 증가와 감소 

함수값의 증가와 감소는 도함수의 부호와 밀접한 관계를 가지고있다. 
함수 /( JC ) = - JC 2 +4 jc 를 놓고 그것을 알아보자. 
f \ x ) = -2 x + A = -2{ x -2) 

이므로 함수 /(功의 그라프의 JC = fl 에서의 접선의 방향결수는 
f \ a ) = -2( a -2) 
a <2 일 때 f \ a ) > 0 

이 므로 x 자리 표가 2보다 작을 때 접 선의 방향곁 수가 정이 므로 그 
라프는 왼쪽에서 오른쪽으로 오른다. 따라서 x 의 값이 커짐에 따 
라 /⑴의 값은 커진다. 
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nm 3-i9 


za 3-20 


a>2 일 때 /'(a)<0 이므로 x 자리표가 2 보다 클 때는 접선의 
방향결수가 부이므로 그라프는 왼쪽에서 오른쪽으로 내린다. 따라 
서 x 의 값이 커짐에 따라 /( JC ) 의 값은 작아진다. 

이 와 같이 /'0)의 부호에 따라 함수 /0)의 값의 증가와 감 
소를 판정할수 있 다. 

어떤 구간에서 

1) f\x) > 0 0 圈: /(♦■#:! 구간에서 資카한다. 

2) /'(jc)<0 이면 /(jc) 는 이 구간 ( H [서 소한 Ck 


어떤 구간의 어 데서나 _广00 = 0 이 면 이 구간의 매 개 점 에서 함 
수 /( JC ) 의 그라프에 그은 접선은 x 축에 평행이다. 그러므로 그라 
프자체도 x 축에 평행인 직선이다. 

따라서 함수 /0) 는 이 구간에 서 상수이다. 


함수 /( jc ) 가 어떤 구간의 어데서나 /'( jc ) = 0 이면 함수 
/⑶는 이 구간에서 상수이다. 


례 1. 함수 j = jc 3 -3jc 는 어 데서 증가하고 어데서 감소하는가? 
(풀이) /，( jc ) = 3jc 2 -3 = 3(jc + 1)0 ： -1) 이므로 
x<-l 에 서 f\x )>0 
-1<jc<1 에서 f\x )<0 
jc>1 에서 f(x )>0 

따라서 y = 는 (-oo, -1) 과 (1, +oo) 에 서 증가하 

고 (-1, 1) 에서 감소한다. 
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그 @j 3-21 그림 3-22 


례 2. 함수 J = JC 3 은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가? 

(를이) f '( x ) = 3 x 2 

이므로 JC >0 에서나 JC <0 에서 f \ x ) > 0 
jc = 0 에서 f ( x ) = 0 

따라서 ?은 점 义 = 0까지 포함하여 (—00, + oo ) 에 서 
증가한다. 

문 제 

1. 다음 함수는 어데서 증가하고 어데서 감소하는가? 

1) y = — 3 x 2) y = — + 8 x + 1 

3) y = x 2 -12 x + l 4) y = x 3 -12 x + l 

2. 2 차함수 ;； = « 2 +뇨 + £ 야굴0)은 어데서 증가하고 어데서 감소하 
는가? 그라프를 그려서 그 모양을 살펴보아라. 

2. 함수의 극대와 극소 

앞에 서 본 함수 j = x 3 - 3 x 에 서 

x = 니 은 기 의 값이 증가하다가 감소로 넘어 가는 경계점 
；c = l 은 기의 값이 감소하다가 증가로 넘어 가는 경계점 
으로 되 여있 다. 

함수 /0)의 값이 ^ = « 를 경계로 하여 증가하다가 감소하면 
/( X ) 는 점 ;c = fl 에서 극대로 된다고 말하고 /( a ) 를 극대값 ， x = a 를 
극대점이 라고 부론다. 

또한 jc = Z > 틀 경계로 하여 감소하다가 증가하면 /( x ) 는 점 
jc = i 에 서 극소로 된다고 말하고 /( 均 를 극소값 ， jc = 스 를 극소점이 라 
고 부른다. 
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H 라고 부론다. 

함수 /( x ) = jc 3 -3 jc 에서 
义 = -1은 극대점이고 /(-1) = 2는 극대값이다. 
jc = 1 은 극소점 이 고 /(I) = -2 는 극소값이 다. 

함수 /O0 가 x = 에서 극값을 가지면 함수값이 증가로부 터 
1■소로 또는 감소로부터 증가로 바꾸어 지 므로 도함수 /'(JC) 는 정 
느로부터 부로 또는 부로부터 정으로 부호가 바뀐다. 

따라서 점 :c = fl 에서 /'(«) = 0이여야 한다. 

이로부터 다음과 갈은 극값판정조건을 얻는다. 


극대극소판정조건 

fix ) = o 에 맞는점 x = 效 a f 하: el 그 왼쪽과 오 g 쪽에서 
/' ⑴으ᄂ?!^를 상 핀다. 이때 a 奪寒가 

1) 정으로부 S 부로 변하면 x = a 는 극대점0 [고 

2) 부로부터 정으로 변하면 jc = a 는 극소점0 【다. 


/'(x) = 0 에 맞는 점 을 함수 /(x) 의 머물점 이 
함수 /(功의 극값점을 구하자면 먼저 방정ᅳ 
물점을 찾고 머물점의 왼쪽과 오른쪽가까이에 





례 1. 함수 j = 2x 3 -3jc 2 -12jc + 6 의 극값을 구하고 대략적인 그 
라프를 그려라. 

(SOI) 이 함수의 뜻구역 은 (-00, +00) 이 다. 
f\x) = 6x 2 -6x-12 = 6(x + 1)(x - 2) 
f\x) = 0 에 맞는 점 을 구하면 지 = -1, jc 2 = 2 
/'(功의 부호를 살펴 /(功의 값의 증가, 감소를 표로 표 
시하면 다음과 같다. 


X 

x<-\ 

-1 

-1<jc<2 

2 

2<x 

fix) 

+ 

0 

- 

0 


m 

거 

13 

、느 

-14 

기 


이 리하여 이 함수는 x = -l 에 

必 

13 

서 극대 값 /(-1) = 13 ， JC = 2 에 

n\ 


서 극소값 /(2) = -14를 가전 다. 

1 \、 

6 

표를 보고 y 축과의 사귐 점 이 

； 0 

\ 2 1 r 

(0， 6) 이라는것을 고려하여 이 ^ 

-1 


함수의 대략적인 그라프를 그리 


i 

면 그림 3-24 와 같다. 


w 

문 제 

-14 



1. 다음 함수들은 극값을 가지는가? -^3-24 

1) y = 2x+?> 2) y = -x 3 -x 

2. 다음 함수들의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 

1) y = x 3 -6x 2) y = x 3 -3x 2 + 2 


3. 


함수 /어 :: H 은 전« (- -) 에서 미분가능 
한가를 따져 보고 극값을 구하여라. 


주어진 구간전체에 걸처서 함수의 최대값(최소값)을 구하자면 
먼저 그 구간아낙에서 극대값(극소값)을 다 구하고 여기에 구간의 
끝점이 있다면 끝점에서의 함수값을 덧붙여 이가운데서 가장 큰(작 
은) 값을 잡으면 된다. 
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례 2. 함수 /( jc ) = 추 -2 jc 2 +3 의 구간 [-1, 2] 에서의 최대값과 
최소값을 구하여라. 

( SOI ) 먼저 (-1, 2) 에서 극값을 구하자. 

f'{x) = x 2 -Ax = x{x-A) 

이므로 머물점은 Xl =0, x 2 = 4 
그런데 jc 2 =4 는 (-1, 2) 의 점 이 아니므로 버린다. 
- l < x <0 에서 f\x) > 0 
0<; c <2 에서 f\x) < 0 

이므로 jc = 0 은 /(功의 극대점이고 극대값은 /(0) = 3 
이다. (-1, 2) 에서 /(功의 극소점은 없다. 

두 끝점 -1 과 2에서의 함수값을 구하면 

八- 1) 예 2.(- 1) 2 +3 = | 

八2) = 부-2_2 2 +3 = -2| 

이 리하여 구간 [-1， 2] 에서 주어 진 함수 /(功 의 최대 
값은 /(0) = 3 이 고 최 소값은 /(2) = -2ᄉ이 다. 

례 3. 두 변의 길이가 각각 45 cm , 24 cm 인 직4각형모양의 철판 
이 있다. 네 귀에서 같은 크기의 바른4각형을 잘라내여 
뚜껑이 없는 함을 만들려고 한다. 네 귀에서 얼마만한 
크기의 바른4각형을 잘라내면 그 체적이 가장 크게 되겠 
는가?(그림 3-25) 

( SOI ) 네 귀에서 잘라내는 바른4각형의 한 변의 길이를 xcm 
라고 하면 함의 체적 V 는 다음과 같이 표시된다. 



45 cm 
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V = /( x ) = (45 - 2 xX 24 -2 x)x (0 < x < 12) 

이 리하여 문제는 구간 (0, 12) 에서 이 함수의 최대값을 
구하는 문제로 된다. 

f '( x ) = -2(24 - 2 x)x + (45 - 2 x \- 2 )x +(45 - 2 x \2 A - 2 x ) 

= 12( jc 2 - 23 x + 90) = \2( x - 5 \x - 18) 

머물점은 x 1= 5, jc 2 =18 이 다. 그런데 18은 (0， 12) 밖 
의 점 이 므로 버린 다. 

지=5의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 도함수 /'(功의 부호 
를 보면 

jc <5 에서 f\x) > 0 , jc >5 에서 f'(x) < 0 
이므로 자=5는 구간 (0, 12) 에서 함수 /⑴ 의 유일한 
극대점 이며 극대값은 /四 = 2450 이 다. 

이리하여 한 변의 길이가 5 cm 인 바른4각형을 네 귀에 
서 잘라내여 함을 만들면 된다. 이때 함의 체적은 
V = 2450 cm 3 


문 제 

1. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라. 

1) /( x ) = l -2 x - x 2 , [-2, 0] 

2) f ( x ) = x 4 -2 x 2 +3, [-2, 2] 

2. 직경이 d 인 원목에서 가장 큰 자름면을 가지는 직4각형보를 잘 
라내려고 한다. 자름면의 치수를 어떻게 잡으면 되겠는가? 


련습문제 

1. 다음 함수들은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가? 


1) y = — 6 x +1 

3) y = x(x + 3)( x -5) 

2. 다음 함수는 수축전체에서 
밝혀 라. 

1) y = l -6 x +4 x 2 -2 x 3 


2) y = —3 x ^ — 8 x 
4) y = x \ x -3) 2 

증가하거나 감소하는 함수라는것을 
2) y = x 3 -( l - x ) 2 


3. 다음 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 


1) y = x 2 -10 x + 10 2) j = (2- x )(4 x + 7) 


3) j = 10 + 6 x - x 3 
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4. 다음 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 

r 2 1 

1) y = 2 x 3 + 3 x 2 + 6 x -2 2) y = x 3 ( l - x ) 4 3) y = ^ —— 

+ 1 

5. 함수 y = ax2+2X + b 가 X = 1 에서 극대 값 5 를 가전다. 이때 fl , 

x 2 +1 

6의 값과 함수의 극소값을 구하여 라. 

6. 함수 극대 값이 0이 되 도록 a 의 값을 구하여 라. 

2 x -3 

7. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라. 

1) y = 2 x 3 -9 x 2 + l 2 x -3, 0< x<l 

2) y = l + 36 x + 36 x 2 -2 x 3 , -10< x <4 

8. 반경 이 묘인 반원에 내 접 하는 직 4각형가운데서 면적 이 가장 크 
게 되는것을 구하여라. 


복습문제 


1. 다음 수렬의 극한을 구하여라. 

1 x .. 2 n 2 + 5 n - 6 

1) lim — ' - 

n + n-l 

2. 다음 수렬의 극한을 구하여라. 
2"+1 

〕요2" +1 +1 

3. 다음 극한을 구하여 라. 


1) lim- 


1) lim(3x 2 -2x + 5) 

3) lim 수 」- 

네 y/x -1 

. 다음 극한을 구하여 라. 

1) lim」L 


2 n 


00 (w + \){n + 2) 


2 ) 또■놈 


ᄌ 2 - 0.25 


4) lim 


2) lim 스 


yjl + x + x 2 -0 + 1 ) 


3) lim— 


4) lim— 
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제 4 장. 적분과 그 음용 


제1절. 적분 


1. 적분의 의미 

함수 /0) 가 구간 [«, 이에서 련속이고 /'0)느 o 이라고 하자. 

이 함수의 그라프는 X 축의 웃부분에 놓인다. 

이제 곡선 3 ； = /0) 와 두 직선 x = a, jc = i 및 JC 축으로 둘러 
싸인 도형의 면적을 구하는 문제를 생각해보자. 

이러한 도형을 곡선제형이라고 부론다. 

구간 [ a , 이 를 다음과 같은 점들로 « 개의 부분으로 같게 
나누자. 

a = x 0 < Xj < - <x i <---<x n =b 

이때 x i - x i _ l =^—^ L (z = 1, 2, •••, n ) 
n 

매개 나늠점 X ,.(? = l , 2, •••, «) 에서 기 축에 평행인 직선을 
그어 곡선제형을 «개의 작은 곡선제형으로 나누자. 



zm 4-i 



Z® 4-2 


이제 나늠구간 [ X ,._ l5 X ; ] 에서 한 점 兵 를 임의로 잡고 이 
구간우에 서는 작은 곡선제 형 을 [ Xi _„ 세 를 밑 변 으로 하고 /治)를 
높이로 하는 직4각형으로 바꾸면 그 면적은 

/ 1 法， X 시 - 錢-1 )=/ .■■法， ) — 一 — 
n 


82 






매개 나늠구간에 걸처서 이렇게 하면 주어진 곡선도형은 그림 
에서 와 같이 «개의 작은 직4각형들로 된 계 단형도형 으로 바뀌여지 
고 그 면적은 다음 합과 같다. 

„ r 사 、 b — a b — a b — a 

S „ = /(#，> 一캐/④.수」^ - • + /(◎ —— 
n n n 

합기호 조를 쓰면 

s „= Z /( Q — 

n 

이 합은 구간 [ a , 이의 나늠점의 개수 «과 점 삯 i = l , 2, •••,«) 
를 어떻게 잡는가에 따라 달타진다. 그러나 나눙점의 개수 «을 
끝없이 늘이면 구간 [ fl , 이는 무한히 잘게 나누어지고 이때 계 단 
형도형은 곡선제형에 얼마든지 가까와간다. 그러므로 곡선제형의 
면적 S 는 계단형도형의 면적 S „ 의 «여 "00 일 때의 극한으로 정할 
수 있다. 즉 

S = limS „ = lim ^/(^_ S - 

n->co yi 

이와 같이 끝없이 잘게 나눈 다음 그것을 다시 합하는 수법에 
따르는 우와 갈은 합의 극한계산은 곡선제형의 면적계산에서뿐만아 
니라 일，압력 등 실천적으로 나서는 많은 량들의 계산에서도 하게 
된 다. 

일 반적 으로 함수 /( x ) 가 구간 [ a , 이에 서 주어 졌 다고 하자. 
이때 /야)는 부수값을 잡아도 좋다. 

구간 [ a , 어 를 우에서와 같이 « 개의 구간으로 갈게 나누고 
매개 나늠구간 [ Xi _ u jc ; ] 에서 한 점。를 임의로 잡아 합 

s „ /冷느=스지 

을 만들자. 이 합을 적분합이 라고 부른다. 
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ᅩ 적분의 성질 

公 公 

(1) | Irf { x)dx = k^f { x)dx ( A : 는 상수) 

公 公 公 

(2) J [ f { x ) + g ( x)]dx =| f ( x)dx +J g ( x)dx 

b b b 

J [/( ᄌ) - g{^)]dx =| f { x ) dx -J g { x)dx 

사실 

(1) | kf ( x)dx = lim ^ kf)Ax 

n b 

= k lim 조: = 마 f ( x)dx 

있나 00 ^'=1 a 

(2) } [ f ( x ) + g ( x)]dx = limJ [/(^) + g ( Q]Ax 

a W 나 00 i=l 

= lim Y/(^)Ax + lim V g(^.)Ax = f f ( x)dx + f g ( x)dx 

«—>oo n—>co J J 

卜 1 z=l a a 

성 질 (2) 의 두번째 도 꼭 마찬가지 로 증명된다. 

2 . 적분계산 

公 

적분 j /야)쇼 의 값을 구하는것을 /(功를 a 에서 스 까지 적분한다 

고 말한다. 적 분값은 아래끝 a 와 웃끝 i 에 만 관계 되 고 적 분변수 
JC 에 는 무관계하다. 그러 므로 JC 를 다른 글자로 바꾸어 도 된다. 

례를 들어 

b b 

\ f { x)dx = \ f { t)dt 
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례 1. j "; c 쇼를 계산하여라. 

0 

(#01) 구간 [0, 1] 을 다음과 같은 점들로 n 개의 부분으로 같 
게 나누자. 



이때 Ax = -~- ~^ = 丄 (? = 1, 2, •••, n ) 
n n n 

매개 나능구간 ᄐ토 에서 점。를 그 오른쪽 끝 

점으로 잡으면。=스 (i = l , 2, …, «), /(; c ) = x 이므로 
n 

m )=^=- 

n 

따라서 적분합은 


s „ = 호/治)ᅀ，년: 兵사견: 스 

/=1 i=\ i=l n n 

( \ 2 «-l 이 1 ᅴ ᄀ 、 1 

= 1 h • • * H - 1 * — = (1 + 2 + * * * + /z) • — — 

\n n n n ) n n 


_ n(n + 1) 1 _n + \ 

「게 

따라서 

lim S„ = lim ■ 쯔土 ! = — 

n->co n->co 2n 2 

즉 \xdx = ^ 

이것은 그림 4-3 에서 빗선을 
친 3각형의 면적이다. 3각형 
의 면적계산공식을 직접 써도 

ᄉ이 나온다. 

2 



z@ 4-3 


적분계산을 우의 례에서와 같이 적분의 정의 에 따라 적분합을 
만들고 그 극한을 구하는 식으로 하는것은 간단하지 않다. 
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간단히 계산하는 방법을 생각해보자. 

함수 /⑶ 가 구간 [«, 이에서 련속이고 /(X) 브0이 라고 할 때 

b 

적분 j/(jc) 쇼 는 곡선 y = /(jc) 와 두 직선 x = a , x = b 및 jc 축으 
로 둘러싸인 곡선제 형 의 면적 을 표시하였 다. 

[ a , b ] 아낙의 한 점 jc 를 잡고 j f { x)dx 를 생 각하면 이것은 
[ a , jc] 에서의 곡선제형의 면적을 표시한다. x 를 변화시키면 그에 
따라 |/(功쇼 의 값이 달타진다. 즉 j / Oc ) 쇼 는 JC 의 함수이다. 이 
것 을 SOc ) 로 표시하면 

S ( x ) = j * / ( x)dx ( a < x < b ) 


분명히 S ( a ) = 0, S ( b ) = ^ f ( x)dx 



ᄀ a 4-4 Z© 4-5 


[ a , 이에 드는 임의의 점 jc 에서 증분 사를 잡으면 
AS = f(x + Ax )- f ( x ) 

는 그림에서 빗선을 친 작은 곡선제형의 면적과 같다. 
그림 에서 쉽게 알수 있는바와 같이 

f ( x)Ax < AS < f(x + Ax)Ax 

이므로 

/( x)<^</(x + Ax ) 





Ax 여 >0 인 극한을 잡으면 /(功가 련속함수이 므로 
/( x )< lim ^</( x ) 

ᅀ다(》 Ax : 

따라서 

S '( x ) = f ( x ) 

즉 S ( x ) 는 미 분하면 /( JC ) 가 되 는 하나의 함수이다. 

일 반적 으로 도함수가 f ( x ) 일 때 즉 F '( x ) = f ( x ) 일 때 FO ：) 를 
/( x ) 의 원시함수라고 부론다. 

례 2. 1) ( x 2 )' = 2 x , ( x 2 +3)，=2 x 이므로 
F ( x ) = x 2 ， F(x) = x 2 +3 
들은 /( jc ) = 2 jc 의 원시함수이다. 

2) F ( x ) = ^ x 3 j = x 2 , F ( x ) = (| x 3 + c ) = x 2 (c 는 상수) 이 
므로 F ( jc ) 들은 /( jc ) = jc 2 의 원시 함수이다. 

이 와 같이 어 떤 함수의 원시함수는 하나가 아니 다. 

F ( jc ) 와 G ( jc ) 가 /切 의 임의의 두 원시함수라고 하면 
[ F ( x ) - G (功]' = F '( x ) - G '( x ) = f { x ) - fix ) = 0 
도함수가 0인 함수는 상수뿐이므로 
F ( x )- G ( x ) = c 나는 상수) 

즉 같은 함수 /0)의 원시함수들은 상수차이만을 가전다. 

/⑴ 의 하나의 원시함수를 F ( jc ) 라고 하자. 

앞에서 본바와 같이 S ( x ) 는 /(功의 원시함수이므로 
S ( x ) = F ( x ) + c ( c 는 상수) 

그런데 S ( a ) = 0 이 므로 c = - F ( a ) 

따라서 

S ( x ) = F ( x )- F («) 
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이 고 


S(b) = F(b)-F(a) 




이 공식은 구간 [ a , 이에서 련속인 모든 함수에 대해서 다 성 
립한다. 이 공식을 미분적분학의 기본공식 또는 뉴톤-라이브니쯔의 공식 
이 라고 부론다. 

이 공식은 적분을 계산하기 위해서는 피적분함수의 원시함수만 
알면 된다는것을 보여준다. 

도함수공식 

비，=，다 [되 냐 

로부터 다음과 갈은 적분계산공식을 하나 얻는다. 



이 공식과 적분의 성질 (1), (2) 를 쓰면 적분계산을 쉽게 할수 있다. 

례 3. 1) L 3 & = ^-1 =부-부 = 부 = 20 

{ 3 + 1^ 4 4 4 

2 ) ]{-2x 2 )dx = -2\x 2 dx = -2-^\ =- 2 | 부-취 = -18 

0 0 3 lo V 6 ) 

1 1 1 

3) |(2/ 3 +0* = 2p 3 *+|^ 

2 =4:任퀴유-부 h 




적분에는 또한 다음과 같은 중요한 성질이 있다. 


| f { x)dx = | f { x)dx + 1 f { x)dx 

이 성 질은 c 가 구간 [ a , 니밖에 놓일 때 도 성 립한다. 
1 

례 4. | \ x\dx -1- 계 산하여 라. 


(풀이) M = 



이므로 


0<jc<1 

-1<jc<0 


i o 1 

J | 지쇼 = ^-xdx +J xdx = 
-1 -1 o 




2| o 2 2 


문 제 

다음 적분을 계산하여라. 

5 2 3 

1) J (6 jc + 1) 쇼 2) j (3-2 x 2 )dx 3) ^( x -3 )(x + 3 )dx 

1 0 -3 

a 4 

4) ] > (3-2多 + 分 3 )넜分 5) j ( f -1)(4 -요>分 
0 1 

3. 부정적분 

公 

/⑴가 [ a , 6] 에서 련속일 때 적분 JV ( jc ) 쇼는 /⑶의 원시함수 
FOc ) 를 알면 

I f(x)dx = F ( b)-F ( a ) ( F , (x) = f{x)) 

으로 계산된다. 
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이제 적분의 웃끝 6를 변수 ;^로 표시 하면 
\ f { x)dx = Y { x )- Y { a ) 

따라서 j / O ) 쇼 는 적 분의 웃끝 X 의 함수이 다. 

이 때 jj f ( x)dx = -£[ f ( x ) - F ( fl )]= F , ( x ) = fix ) 이 호로 j 八 x)dx 

는 /(시의 하나의 원시함수이다. 

따라서 

j / ( x)dx = F ( x ) - c ( c 는 상수) 

상수 c 를 적분상수라고 부론다. 

이때 왼변의 적분에서 웃끝과 아래끝을 생 략하고 간단히 
{ f ( x)dx 

와 같이 쓰고 /0) 의 부정적분이 라고 부론다. 즉 


F ( x ) = f { x ) » { f ( x)dx = F ( x ) + c 


이것은 련속함수의 부정적분은 그 원시함수와 같다는것을 보여 
준다. 따라서 부정적분을 구하기 위해서는 미분법의 거물을 생각하 
면 된다. 

례 1. 1) 1 2 xdx = x 2 +c [( x 2 ) = 2 xj 

2) jV 씨 ) P+c =x 2 1 
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문 제 

1. 다음 부정적분을 구하여라. 

1) 1 3 x 2 dx 2) 

2 . 다음 사실 이 성 립 한다는것 을 밝혀 라. 

1) ( j /( x ) dx ) =/( x ) 公) ^ f '{ x)dx = f { x ) + c 


함수의 부정적분을 구하는것을 그 함수를 적분한다고 말하며 부 
정적분을 구하는 산법을 적분법이라고 부른다. 적분법은 미분하여 
/(jc) 가 되 는 함수 F(jc) 를 구하는것 이 므로 미 분법 의 거 물산법 이다. 

이리하여 도함수공식으로부터 \ x a dx = - — + c {a ^ -1) 와 같은 

J a + \ 

적분공식을 엄을수 있다. 

미분법의 규칙으로부터 다음과 같은 적분계산규칙을 엄을수 있다. 


(1) j 상⑴ fife = A : J / ⑴ 必 c ( 소 는 상수) 

(2) | [ f ( x ) + g ( x )] & = | f ( x ) ^ + 1 g { x ) ck 
| [/ ⑴ - g ⑴] dx = ^ f ( x ) dx -^ g ( x ) dx 


공식 (2) 는 3 개이상의 함수의 합과 차에 대해서도 그대로 성 
립 한다. 

례 2. 1) \ x 4 dx = — —— + c = — + c 

J 4 + 1 5 

4 

2) 1 4x 3 dx = 4j x dx =4 • — + c = x 4 H- c 


r dx r _ 3 x~ 3+l 1 

3) h = \ x 하:石 r c= - 구 +c 


92 




문 제 

다음 부정적분을 구하여 라. 

1) |(3 x - l >& 2) J |、 jc 2 +-! 匕卜 3) |^ lz £± l ^ 

련습문제 

1. 다음 함수의 원시함수를 구하여 라. 

1) 5 x 3 2) 4 x -3 3) 0 

4) x 3 + x 2 + x-l 5) x ( x - l ) 6) ( x -2) 3 

2. 다음 적분을 계산하여라. 

丄 

1 3 2 

1) f (3-4 x)dx 2) fx 2 ( x - l)dx 3) f (2 t - l) 2 dt 

0 -10 

1 1 2 

4) | (2 x 3 - x 2 + \)dx 5) ^2\ x\dx 6) 1 1 x -11 

-1 -2 -1 

fx 2 ^ 0 < x < 1 \ 

3. f { x ) = \ 일 때 적분 쇼를 계산하여라. 

[2- x , l < x <2 o 

4. 다음 같기 식 에 맞는 함수 /0)를 구하여 라. 

1) f \ x ) = 2 x 3 2) f \ x ) = ( l -3 x ) 2 3) j * / ( x)dx = x 3 - 5 x 2 + c 

5. 다음 부정적분을 구하여 라. 

1) j * 5 x 3 dx 2) ^{- x 5 )dx 3) ^ x { x-\) 2 dx 

4) j * (2 - Q)(Q + l)rfQ 5) j * ( ax 2 -\- bx -\- c)dx 6) j * 혹 

6. 함수 /( jc ) = x -; c 2 의 원시함수가운데서 다음 조건에 맞는것을 
구하여 라. 

1) jc = 0 일 때 그 값이 0이 다. 

2) jc = 1 일 때 그 값이 -1 이 다. 

7. 다음 조건에 맞는 함수 /0 c ) 를 구하여 라. 

1) f ( x ) = l - x 9 八 0) = 1 

2) f ( x ) = (2 x - l )(2- x \ 八 1) = 3 
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제 2 절. 적분의 응용 


곡선 ;； = /(功 (/( x )>0) 와 두 직선 x = a , x=b 및 ; c 축으로 둘러싸 
인 곡선제형의 면적 S 는 다음과 같이 표시되였다. 

b 

S = { f ( x)dx 

례 1. 포물선 y = - jc 2 +4 x + 5 와 jc 축으로 둘러싸인 도형의 면적 
을 구하여 라. 

(풀이) 포물선 j = - jc 2 +4 jc + 5 = -( jc -5 )(jc + 1) = 0 이므로 
(-1， 0), (5, 0) 


따라서 구하려는 도형의 면적은 



/( x ) < 0 《公) 일 때 곡선 JV = /( X ) 와 두 직선 x = a , x=b 

및 x 축으로 둘러싸인 도형은 그림 4-7 에서 보는바와 같이 x 축아래 
에 놓인다. 

이 도형을 x 축에 관하여 대칭으로 옮기면 면적이 꼭갈은 곡선 
제형을 얻는다. 

따라서 구하려는 도형의 면적 S 는 다음과 같다. 

b b 

S = -J/Wcfe = ||/( x )| c/x 
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y t 


0 


그 B 4-7 



례 2. 포물선 7= jc 2 -2 와 JC 축으로 둘러싸인 도형 의 면적 을 구 
하여라. 


(를아) 먼저 곡선 7 = /-2 가 ; c 축과 

少 

■ y 정 2 -2 

사귀 는 점 의 X 자리표를 구하 


기 위 하여 련립방정 식 

\ 

/ 

卜 ?-2 

ᅫ、 ■ 

w x 

b=o 


f 

을 풀면 

-2 



x ' = 에 x 2 나로 그 U 4-8 

를 얻는다. 

그런데 나조, VI ] 에서 늘 7<0 이므로 구하려는 도형 
의 면적 S 는 

V 2 / 3 A V 2 

S = _ |(x 2 - 2)dx = _ 증 ■ + 2 사 | 

=[:% 셔-[부:斗 ¥ 

문 제 

1. 포물선 y = -x 2 +5x + 4S\ x 축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하 
여라. 

2. 포물선 y = 3 + 2x-x 2 ^ 두 직선 x=l, x=2 및 x 축으로 둘러싸인 
도형의 면적을 구하여라. 
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일정한 방향에 수직인 평면으로 립체를 잘랐을 때 생기는 자름 
면의 면적을 알수 있으면 립체의 체적을 적분으로 계산할수 있다. 

이제 일정한 방향을 JC 축으로 잡고 립체가 점 x = a 와 에서 

수직으로 세운 두 평면사이에 놓여있다고 하고 구간 [ a , 到를 점 

a = x 0 < <••.< x t _ x < x t << x n = 公 

들로 «개의 부분으로 같게 나누고 매개 나눔점에서 x 축에 수직인 
평면을 세워 립체를 자르면 «개의 작은 립체가 생긴다. 



나늠구간 자]에서 임의의 한 점 各를 잡고 이 점에서 x 축 

에 수직 인 평면을 세워 자른 립체의 자름면의 면적을 S (표.) 라고 하 
면 U -1, 신사이에 끼운 작은 립체의 체적은 

사分治)느쓰 

따라서 나눔점의 개수 «을 한없이 늘이면 [ a , 到는 무한히 잘 
게 나누어지고 

V=lim 之 S 法：수 : 

로 정 할수 있다. 

이리 하여 립 체의 체적 구는 다음 공식으로 계산할수 있 다. 


b 

V = Js(xVx 
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례 3. 밑면의 면적 이 S 이고 높이가 H 인 
각뿔의 체적을 구하여라. 

(#01) 각뿔의 정점 O 를 자리표원점으 
로 하고 정점에서 밑면에 그은 
수직선을 ; c 축으로 정 하자. ; c 축의 
임의의 점 ; c 에서 축에 수직으로 
세운 평면이 각뿔을 자르는 자 
름면의 면적을 S ⑴라고 하자. 

이 자름면과 밑면은 닮은 도형 

이고 그 닮음비 는 즈 이 므로 그 

H 

면적의 비는 

■ 

따라서 S ( x ) = ^ x 2 
이로부터 각뿔의 체적 V 는 

V = |s(^ = ^|x 2 & = ^-y|^=^HS 

특히 립체가 회전체이면 회전축에 수직인 평면으로 립체를 잘 
랐을 때 생기는 자름면의 면적을 쉽게 구할수 있다. 

곡선 JF/W 를 义축주위로 돌려서 생기는 회전체를 축에 수직 
인 평 면으로 자를 때 그 자름면은 반경 이 I 인 원이 다. 

그러므로 자름면의 면적은 

S(X) = 刀 ■ 乂 2 = K / 2 (x) 

이며 다음의 체적계산공식이 얻어진다. 


V =;나 y 2 chc = 나 / 2 (x) dx 



그 U 4-10 
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례 4. 반경이 요인 구의 체적을 구하여라. 

(를이) 구는 자리표원점을 중심으로 
하는 반원을 x 축주위로 돌려 
서 생 긴 회 전체 이다. 

자리표원점을 중심으로 하고 
반경이 묘인 원둘레의 방정식 
은 X 2 + y 2 =R 2 이 다. 

따라서 

j 2 =R 2 -x 2 

이리하여 반경이 묘인 구의 체적 V 는 다음과 같이 계 
산된 다. 

R R 3 R A 

y = 7r^y 2 dx = 7r^(R 2 -x 2 )dx = 7r(R 2 x-^-) | 



문 제 

1. 포물선 j； = 2x 2 과 직선 : K = 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하 

여라. 

2. 포물선 y = x 2 + l , 두 직선 x = -a 와 ;c = a 로 둘러싸인 도형을 
；c 축주위로 돌렸을 때 생기는 회전체의 체적을 구하여라. 

3. 아래밑면의 반경이 R, 웃밑면의 반경이 r, 높이가 H 인 원뿔대 
의 체적은 

V = ^i(R 2 +R r + r 2 ) 

이 라는것 을 이 끌어 내여 라. 

련습문제 

1. 포물선 : v = 4- jc 2 과 직선 y = -x + 2 및 jc 축에 의하여 둘러싸인 
도형의 면적을 구하여라. 

2. 포물선 /=9x 와 직선 y = 2 > xS , 둘러싸인 도형의 면적을 구하 
여라. 

3. 두 포물선 y = 2x 2 -;c-3 과 j = -x 2 + 2 x + 3 에 의 하여 둘러싸인 
도형의 면적을 구하여라. 
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4. 곡선 y = x 3 ^ 두 직선 y = 2 x f 7 = :로 둘러싸인 도형의 면적을 
구하여 라. 

5. 타원 ᅪ + 斗 = 1를 ; c 축주위로 돌려서 생기는 립체의 체적을 구 

a 公 

하여라. 또한 ；；축주위로 돌렸을 때 생기는 립체의 체적을 구 
하여 라. 

6. 두 밑면의 면적이 각각 Si , S 2 , 높이가 H 인 각쁠대의 체적이 

v = |h(s 1 + 후 + s 2 ) 

로 된다는것을 밝혀라. 


복습문제 

1. 다음 적분을 구하여라. 

1) I(^: + \)dx 2) x 2 +1 Jrfx 

-i i 、2 ) 

3 1 

3) j * 2 rdr 4) j (2 x - l) 2 dx 

1 o 

2. 포물선 y = x 2 +1 과 직선 ^ = 5-3 x 로 둘러싸인 도형의 
면적을 구하여라. 

3. 다음 적분을 구하여 라. 

3 h 2 

1) \( x -\)(3- x)dx 2) \{ v 0 - gt)dt 3) JV -4 奴 

1 0 -2 

4. 포물선 y = x 2 -6 x + 5 과 직선 ；； = jc 一 7 로 둘러싸인 도형의 
면적 을 구하여 라. 

5. 다음 사실이 성 립한다는것을 따져보아라. 

1) ^ x 2 dx = 2^ x 2 dx 2) | x 3 dx = 0 

6. 다음 부정적분을 구하여 라. 

1) ^3 ax 4 dx 2) J *(2, 3 -， 2 ) 激 
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. /=2ᆻ c 와 직선 x = a 로 둘러싸인 도형을 ; c 축주위 
생기는 립체의 체적을 구하여라. 



기하학원본을 조선말로 번역한 수학자 리규경 


비기의 우리 나라 수학자 리규경은 수학의 발전력사養 
《수학의 人程公 S 썼다. 그리고 1 788 년에는:•.경국말 
하학원본》을 우리 니，! [• 化런 면역하였다. 이 책은， 
3파되였다고 寒 EF, 

I 하학원본>寒 B.C. 3 세기에 유클리전 13 구 
수학 AF0[ 《7대명작》중의 方 KJO 【다, 



제 5 장. 확률고ᅡ 통계 

제1절. 사건과 확률 


1. 사건과 그 산법 

옻놀이를 할 때 윷가락을 던지면《도》,《개》，《걸》,《중》， 
《모》가운데 어느 하나가 나온다. 

옻가락을 던지는것과 같이 어떤 현상이 일어나도록 조건을 지 
어주는것을 시행， 《모》라든가《개》와 같이 시행의 결과에 일어 
나는 현상을 사건이라고 부론다. 

■■興 1부터 10까지의 수가 하나씩 적혀있는 수자카드가 
들어있는 통에서 아무렇 게 나 2개 의 수자카드를 꺼 
낼 때 다음의 사건들이 일어날수 있는가? 

1) 수들의 합이 2보다 작지 않을 사건 

2) 수들의 합이 20과 같을 사건 

3) 수들의 합이 10보다 작을 사건 


시행의 mi - 반드시 입어나는 시건을 확실한 사건, 절대로 
일어나지 않는 사건을 불가능한 사건, 입어너수니 있고 일어 
나지 g ® 수도 效!는 사건을 우연사건이나고 부■다. 


확실한 사건을 Q , 불가능한 사건을 小로 표시하고 우연사건 
을 A , B , C , … 로 표시 한다. 

이 러저 러한 시행의 결과로 나타나는 사건들은 서로 련관되여있 
으며 몇개의 사건들이 결합되여 새로운 사건이 생긴다. 

합사건 

시행의 결과에 두 사건 A 와 B 가운데 어느 한 사건이 일어나도 
일어나는 사건을 두 사건 A 와 B 의 합사건이라고 부르고 AUB (또는 
A + B ) 로 표시한다. 

실례로 사격시 목표판우에 있는 두 구역 A , 묘를 생각하고 총 
탄이 그 구역 에 명 중되 는 사건을 동일 한 기 호 A , B 로 표시하면 합 
사건은 AUB 로 표시된다. 
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차사건 

시행의 결과에 두 사건 A 와 B 가운데 A 는 일어나고 묘는 일어 
나지 않는 사건을 A 와 묘의 차사건이라고 부르고 A \ B (또는 A - B ) 
로 표시한다. 

적사건 

시행의 결과에 A 와 묘가 동시에 일어나면 일어나는 사건을 사 
건 A 와 묘의 적사건이 라고 부르고 AriB (또는 AB ) 로 표시한다. 

사건 A 와 묘에 대하여 사건 A 가 일어나면 늘 사건 모가 일어날 
때 사건 A 는 사건 묘에 포함된다고 하고 A £ B 로 표시하며 A £ B 이 
고 B £ A 이면 A 와 묘는 같다고 말하고 A = B 로 표시한다. 

배반사건 

두 사건 A , 묘에 대 하여 즉 적사건 이 늘 불가능한 

사건일 때 A 와 묘를 서로 배반이 라고 부론다. 

나머지사건 

AnB = d ) , AUB=Q 인 두 사건 A , 묘에 대하여 묘를 A 의 
나머지사건(또는 A 를 B 의 나머지사건)이라고 부르고 X ( 또는 §)로 
표시 한다. 

례. 어떤 함에 1등품，2등품，3등품이 섞여있다. 여기서 아무렇 
게나 한개를 꺼낼 때 1，2, 3등품이 나올 사건을 A l5 A 2 , 
A 3 으로 표시할 때 다음 사건들은 어 떤 사건인가? 

AiUA 2) AinA 2 , As, AiUA 2 UA 3 , a x ua 2 

(를이) AiUA 2 는 1등품 또는 2등품이 나올 사건이고 는 1 

등품도 나오고 2등품도 나올 사건인데 이것은 불가능하다. 

X 3 은 3등품아_아닌것 이 나올 사건 이 므로 
A3 = p、2 U Ax 

A 1 UA 2 UA 3 은 1, 2, 3등품가운데 어 느 하나가 나올 사 

건이므로 확실한 사건이 다. 

AiU A 2 는 1등품이거나 2등품이 나오지 않을 사건이므로 
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Aj UA 2 =A 3 



문 제 

다. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 던지는 시행에서 다음의 
사건은 어떤 사건인가? 

1 ) 검은색과 흰색 이 동시에 나타날 사건 

2 ) 검은색 이 나타날 사건 

3) 검은색 이나 흰색 이 나타날 사건 

4) 환색 이 나타날 사건 

2 . 다음 사건들은 어떤 사건인가? 

1 ) 도체에 전기가 흐르면 열이 발생한다. 

2 ) 보통온도에서 납땜은 녹는다. 

3) 돌을 던지면 아래로 떨어진다. 

4) 표준대기압에서 0° C 이면 물은 언다. 

5) 한 사람이 한번 사격하여 목표를 명 중한다. 

3. 어떤 제품이 합격품으로 되는 사건을 A , 불합격품으로 되는 사 
건을 B , 합격품가운데서도 1등품일 사건을 C , 1등품이 아닐 사 
건을 D 로 표시하면 다음의 사건들은 어떤 사건들인가? 

1) AUB , AUC , BUC 

2) ARB , ARC , AflD 

3) A \ B , A \ C , A\D 

4. 세 사건 A , B , C 에 대하여 어느 사건이 사건 AUBUC 인가? 

1 ) 세 사건가운데서 적어도 한 사건은 일어나지 않는다. 

2 ) 세 사건이 다 일어나는것은 아니다. 

3) 세 사건이 다 일어나지 않는다. 

4) 어느 한 사건이 라도 일어난다. 

5. 세 사건 A , B , C 가운데서 두 사건만 일어날 때 일어난다고 보는 
사건을 산법 기 호를 써 서 식 으로 나타내 여라. 

2. 사건의 확률 

자연현상들가운데는 우연적인것이 적지 않으므로 자연을 정복 
하고 그것 을 인민경 제 발전에 더 잘 리용하기 위 해서 는 실천과정 에 
서 부닥치 게 되 는 각이한 우연현상들을 분석해 야 하며 이 러 저 러 한 
사건들이 일어날 가능성을 타산해야 한다. 
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확률의 통계적정의 


한번의 시행에서 주목하는 사건이 나타나겠는가 나타나지 
가는 단정할수 없다. 그러나 갈은 시행을 여러번 반복할 때 
출현은 어떤 일정한 합법칙성에 따른다는것을 알수 있다. 

이 합법칙성을 통하여 그것이 나타날 가능성정도를 량 a 
가할수 있다. 

앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던질 때 앞면이 나타날 ^ 
고찰하기 위해 진행한 실험결과를 표로 나타내면 다음과 같1 


던진 회수 («) 

앞면 출현 수 a ) 

빈도,) 

2 048 

1 061 

0.518 1 

4 040 

2 048 

0.506 9 

12 000 

6 019 

0.501 6 

24 000 

12 012 

0.500 5 

30 000 

14 984 

0.499 6 

72 088 

36 124 

0.501 1 


n 번의 시행에서 사건 A 가 오번 일어났다고 할 때 쇼를 사 

빈도수， 비 1를 사건 A 의 빈도 률이라고 부론다. 
n 

원판을 던지는 시행에서 

1) «이 커질 때 빈도률 1는 어떤 수에 가까와가」 

n 

2) 원판을 던질 때 앞면이 나타날 가능성을 얼 
보아야 하겠는가? 


실험결과는 시행의 회수 n 을 크게 하면 빈도- - 

n 

가 어떤 수 근에 가까와간다는것을 보여준다. 이 수 P 를 사건 







이렇게 확률을 정하는것을 확률의 통계적정의라고 부론다. 

통계적방법으로 확률을 구하자면 시행을 수많이 되풀이해야 하 
는데 이렇게 하는것은 어려우므로 시행회수 «이 상당히 콜 때의 빈 

도률 -를 사건 A 의 확률로 본다. 그러므로 이 확률은 어디까지나 
n 

근사값이 다. 

례 1. 원판을 던지는 시행에서 앞면이 나타나는 사건의 빈도률 

-는 지이 커짐에 따라 0.5 에 접근한다. 
n 

따라서 이 사건의 확률은 P =0.5 이 다. 

례 2. 어느 공장에서 생산한 전구 2 000알가운데 수명 이 3 000시 
간이상 되는것 이 1 860알 들어 있다. 이 런 전구들이 들어 있 
는 통안에서 아무렇게나 한개 꺼냈을 때 그것의 수명이 
3 000시 간이상일 확률을 구하여 라. 


문 제 

1 . 어 떤 사수가 동일 한 조건밑 에서 사격 을 진행한 결과 다음 표와 
같은 성적을 얻었다면 명중확률은 얼마이겠는가? 사수는 매 사 
격에서 10발씩 쏘았다고 한다. 


회 수 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

명중 한 

회 수 

9 

9 

10 

10 

10 

8 

9 

9 

10 

10 

9 

8 

7 


2. 통안에 15개의 제 품이 들어있다. 통안에서 아무렇 게 나 한개의 
제품을 꺼내여 그것이 몇등품인가를 조사하고 다시 통안에 넣는 
다. 이렇게 500번 조사하였는데 1등품이 324번 나타났다. 1등 
품이 통안에 몇개나 있다고 볼수 있는가? 
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고전적정의 

어떤 사건들에 대해서는 시행을 반복하지 않고 그 확률을 정할 
수 있다. 

HWS 1 주사위(그림 5-1) 를 한번 던질 때 웃면에 /개의 눈 
이 나타나는 사건을 각각 E ,(? = l , 2, •••, 6) 라고 표 
시하면 

1) 일어날수 있는 사건이 몇가지인가? 

2) 사건 E 2 이 나타날 가능성은 얼마인가? 사건 
E 3 이 나타날 가능성은 얼마인가? 

3) E ; 들가운데 한 사건이 일어날 때 다른 사건도 
함께 일어나는 경우가 있는가? 

4) 웃면에 짝수개의 눈이 나타나는 사건은 어떤 사 
건들로 이루어지는가? 

5) 웃면에 3의 배수개의 눈이 나타나는 사건은 어 
떤 사건들로 이루어지는가? 

rr 

그 U 5-1 

한번의 시행에서 나타날수 있는 사건을 요소 사건이라고 부론다. 
이때 어떤 두 요소사건도 서로 배반이며 모든 사건들은 요소사건 
들로 이루어진다. 

이제부터 한번 시행에서 나타날 가능성이 같은 «개의 요소 
사건이 일어나는 경우를 고찰하겠다. 

례 3. 옻가락을 던지는 시행에서 요소사건의 수는 얼마인가? 
(■이) 옻가락은 앞면과 뒤면이 구별되는 4개의 가락으로 되여 
있 다. 

이것들을 던질 때 매 가락은 앞면 또는 뒤면의 어느 한 면 
만을 나타낸다. 
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앞면이 한번도 나타나지 않는 경우 (개 
앞면이 한개 나타나는 경우 C 노 
앞면이 두개 나타나는 경우 C 호 
앞면 이 세개 나타나는 경 우 C 효 
모두 앞면인 경우 

모든 요소사건수 C ®+ C ^+ C ^+ C ^+ C ^=16 

WHW 만년필 이 7자루，원주필 이 3자루 들어있는 통에서 
아무렇게나 한자루 꺼낼 때 그것이 만년필일 가능성 
이 크다고 말하면 옳은가? 왜 그런가? 


한 시행에서 일어날수 있는 소사건들이 보〒- n 기 f 이고- 
자건 A 가 k{0<k<n) 개의 요소 A ELMS 0 [OH 진 A EiO [H 

스 를 사 S A 의 확률 0 ᅵ라고 부르며 P ( A ) 로 표 A l & Hli . _ 
n 

P ( A ) = - 
n 


이렇게 확률을 정하는것을 확률의 고전적정의라고 부론다. 

아무런 사건 A 에 대해서나 늘 0<1>(브^브1이다. 특히 
P ( Q ) = 1, PU )=0 이다. 

례 4 . 앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던지는 시행에서 요소사 
건수는 2이 고 앞면 이 나타나는 사건은 1개이 므로 앞면 이 
나타날 사건을 A 라고 하면 

P(A) = | 

이것은 앞에서 통계적방법 으로 구한 확률과 일치한다. 

례 5. 옻놀이를 할 때 《도》，《개》，《걸》，《융》,《모》가 나 
오는 사건들의 확률이 갈은 사건이라고 볼수 있는가? 
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(풀이) 윷가락을 던지는 시행에서 요소사건수는 16이다.《도》， 
《개》，《걸》,《중》，《모》가 나오는 사건들을 A , B , C , 
D , 표라고 하자. 

윷가락 4개가운데서 한개만 앞면이 나타난것이 《도》이 
므로《도》가 나오는 사건은 다개의 요소사건으로 이루 
어진다. 

따라서 


P ( A ) 


C \ 4 1 

J 6~16~4 


《개》가 나오는 사건은 이개의 요소사건으로 이루어지 
므로 


P ( B ) 


C 2 4 _6 3 

T6" _ l6 _ 8 


《걸》이 나오는 사건은 C 3 4 의 요소사건으로 이루어지므로 

P(C) 요스 = 1 


16 16 4 


《중》과《모》는 각각 C ：, 이개의 요소사건으로 이루 
어진다. 

그런데 C 유 = C 호 = 1이므로 

P ( D )= P ( E ) = — 

16 

그러므로 

P ( D ) =P ( E ) <P ( A ) =P ( C ) <P ( B ) 


례 6 . 어떤 양어장에서 100 마리의 물고기를 잡아 붉은 표식을 
하여 놓아주었다. 얼마후 새로 고기를 100마리 잡아보니 
붉은 표식이 있는 고기가 2마리였다. 저수지에 물고기가 
모두 몇마리 있겠는가? 

(를이) 저수지에 있는 물고기수를 ; c 라고 하고 이때 임의로 한마 
리의 물고기를 잡았을 때 붉은 표식이 있을 확률은 

^이 라고 볼수 있 다. 
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한편 100마리를 잡았을 때 붉은 표식이 있는것이 2마리 
였으므로 붉은 표식 이 있는 물고기가 잡힐 확률은 — 이 다. 


100 2 

^T _ Ioo 

x =5000 

답. 5 000마리 

(주의) 이 실례에서 ^一는 통계적정의에 기초하고있으며 — 
100 x 

은 고전적정의에 기초하고있다. 


문 제 

1. 3개의 정수와 2개의 부수가 있다. 그가운데서 아무렇게 나 2개를 
잡을 때 그것들의 적이 정수일 사건 A 와 부수일 사건 B 의 확률 
을 구하여 라. 

2 . 주사위를 2개 던졌을 때 웃면에 나타나는 눈수의 합이 9로 될 
사건의 확률을 구하여 라. 

3. 매 면을 고르롭게 칠한 바른6면체를 1 000개의 크기가 꼭같은 
쪼각바른6면체로 나누고 섞은 다음 임의로 한조각 바른6면체를 
잡았을 때 2개 면이 색칠되였을 확률을 구하여라. 또 어느 면도 
색칠되지 않았을 확률을 구하여 라. 

4 . 1등품이 10개 , 2등품이 3개，3등품이 2개 들어있는 통에서 

1 ) 아무렇게나 한개를 꺼낸것이 1등품일 확률을 구하여라. 

2 ) 아무렇게 나 2개를 꺼낸것 이 다 1등품일 확률을 구하여 라. 

3) 아무렇게나 2개를 꺼냈을 때 그가운데 하나는 1등품이고 
다른 하나는 2등품일 확률을 구하여라. 

5 . 같은 종류의 제품 N 개가운데 1등품이 M (으 N ) 개 있다. 여기 
서 아무렇게나 n (< N ) 개를 꺼낼 때 거기에 1등품이 m (< M ) 개 
있을 확률을 구하여 라. 
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3. 더하기정리와 곱하기정리 


더하기정리 


정리 1 . 배반사건의 합사건의 _養은 매개 사건의 
확률의 ^•과 갈다. 1: _수 
AnB =( f > 이면 
P ( AUB )= P ( A )+ P ( B ) 


(증명) 요소사건들의 개수를 n, 이가운데서 사건 A , 묘를 이루 
는 요소사건의 수를 각각 m x , m 2 라면 

P ( A ) = 의 P ( B ) = ^ 
n n 

A , B 는 배 반사건 이 므로 AUB 는 예 + 써 2 의 요소사건들 
로 이루어진다. 

따라서 


P ( AUB ) = ^±^ = ^ + ^ = P ( A ) + P ( B ) 
n n n 

일반적으로 사건 a 15 a 2 , a 3 , …, 시들이 서로 배 
반이면 

P ( A 1 UA 2 U ." UA „)= P ( A 1 )+ P ( A 2 ) + … + P ( A „) 


계 . 사건 A 의 나 {H 지사건 A at 학_을: 
P ( A ) = 1- P ( A ) 


(^) A 와 豆는 배반사건이고 AU A = Q 이므로 정리 1에 의해 
P(AU A )= P ( A )+ P ( A )=1 

따라서 

P ( A )=1- P ( A ) 

례 1. 60개 의 제 품이 들어있는 상자에서 1등품이 51개，2등품 
이 7개，3등품이 2개라고 한다. 이 상자에서 아무렇게나 
한개의 제품을 꺼낼 때 그것 이 1등품이거나 2등품일 사 
건 C 와 3등품일 사건 D 의 확률을 구하여라. 
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( aoi ) 꺼낸 제품이 1등품일 사건을 A , 2등품일 사건을 묘로 표 
시하면 


P ( A ): 


51 


P ( B ) = 


60 v 7 60 
그런데 C = AUB , 이므로 

51 7 


p ( c )= p ( a )+ p ( b ) = 


그리고 P = c 이므로 

P ( D )=1 - P ( C ) = 


60 60 


_29_J_ 
~30 _ 30 


58 _ 29 
60 _ 30 


례 2. 20 마리의 토끼가운데 검은토끼 가 7마리 이고 나머지는 흰 
토끼 이다. 이 가운데 서 아무렇 게 나 4마리 의 토끼 를 꺼 낼 
때 적어도 한마리가 검은토끼일 확률을 구하여라. 

(雪) I ) 20마리가운데서 4마리 를 꺼 내는 시 행 이므로 가능한 경우 


수는 C 호이다. 

그가운데 4마리 가 모두 환토끼 일 사건은 C & 개의 요소 
사건으로 이루어 진다. 이 사건을 A 로 표시하면 4마리 가 
운데 적어도 한마리가 검은토끼일 사건은 I 이므로 그 
확률은 다음과 갈다. 


P ( A ) 


= 1- P ( A )=1- 


돐 = 1 _ 


13 - 12 - 11-10 
20-19-18-17 


143 826 

969 = 969 


«0.85 


일반적으로 임의의 두 사건 A , B 에 대하여 다음 식이 성립한다. 


P(AUB)=P(A)+P(B)~P(AnB) 


례 3. 100이하의 자연수가운데서 임의로 잡은 수가 2 또는 5로 
완제될 확률을 구하여 라. 
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(를이) 임의로 잡은 수가 2로 완제될 사건을 A X) 5로 완제될 사 
건을 시로 표시하면 2 또는 5로 완제될 사건은 Ai 과 A 2 
의 합사건이다. 

그런데 2와 5로 완제되는 수 즉 10의 배수들이 있으므로 
A x f | A 2 ^ 4) 

그러므로 과 A 2 는 배반사건이 아니다. 

따라서 

P(AiUA 2 )= P(A!)+P(A2)-P(AinA 2 ) 

_ 50 20 10 _3 

_ l00 + 100 _ 100 = 5 


문 제 


1. 50개의 제품가운데 2등품이 10개 있다고 한다. 아무렇게나 5개 
의 제품을 꺼낼 때 2등품이 적어도 한개 들어있을 확률을 구하 
여라. 

2. 40개의 공가운데 롱구공이 10개 들어있다. 아무렇게나 6개의 공 
을 잡을 때 롱구공이 2개 이상일 확률을 구하여 라. 

3. 일 반화된 더 하기공식 P ( AUB )= P ( A ) + P ( B ) — P ( AflB ) 를 증 
명 하여 라. 

4. 1부터 20까지의 수를 하나씩 써넣은 20개의 카드가운데서 아무 
렇게나 한 카드를 잡았을 때 거기에 적힌 수가 2의 배수이거나 
3의 배수일 확률을 구하여 라. 

5.1 부터 20까지의 번호를 붙인 20장의 카드가 있는 상자에서 임의 
로 3장을 꺼낼 때 5의 배수가 적어도 하나 들어있을 확률은 
( )이다. 


1 ) 


19 


4) 


49 

57 


곱하기정리 

psira 1) 두개의 주사위를 하나씩 던질 때 두번째 주사위 
의 웃면에 1의 눈이 나타나는 사건의 확률은 첫 
번째 주사위의 웃면에 어떤 눈이 나타났는가에 
관계되는가? 
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2) 흰공이 7개，검은공이 3개 들어있는 통에서 2개 
의 공을 임의로 꺼낼 때 두번째로 꺼낸 공이 흰 
공일 사건의 확률은 첫번째로 어떤 공을 꺼냈는 
가에 관계되는가? 

1 ) 에서 둘째 주사위의 웃면에 1의 눈이 나타나는 사건은 첫번 
째 주사위의 웃면에 어떤 수의 눈이 나타났는가에 관계없이 일어 
날수도 있고 일어 나지 않을수도 있다. 이와 같이 두 사건 A , B 에 
서 어느 한 사건이 일어날 확률이 다른 사건이 일어났는가 일어 나 
지 않았는가에 관계되지 않을 때 두 사건 A , 묘는 서로 독립이 라고 
말한다. 

2 ) 에서와 같이 일반적으로 시행을 두번 실시할 때 첫 시행에 
서 사건 A 가 일 어났는가 일 어 나지 않았는가에 따라 두번째 시 
행에서 사건 B 가 일어날 확률이 달라질 때 사건 B 는 사건 A 에 
종속된다고 말한다. 


사건 A 가 일어난 3安 SMt 서 사건 B 가 설 T 확률을 

조건부확률0 [라五 參 a 社 P a ( b ) 로 표 A I 한다. 


례 4. 흰공이 7개，검은공이 3개 들어있는 통에서 처음 꺼낸 
공이 흰공일 사건 A , 두번째로 꺼낸 공이 흰공일 사건 
을 B 라면 P a ( b ) , P X ( B ) 는 어 떤 사건의 확률 이 며 그 값 
은 얼마인가? 

(를이) P A ( B ) 는 첫 번째 로 흰공을 꺼 낸 조건밑 에 서 두번째 로 
흰공을 꺼낼 사건의 확률이다. 그러므로 

p » 7-1 =- = - 

V ； 7+3-1 9 3 

는 첫 번째 로 검 은공을 꺼 낸 조건밑 에 서 두번째 로 
흰공을 꺼 낼 사건의 확률이 다. 그러므로 
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정리 2. ，자건 A, BOf 적사건의 확사건의 확를에 이 
사건이 일어난 조건밑에서 다른 사건이 ojo-fbf 不건부 
^•률을 g 한 지과 갉 a ; ，八 ■' 

P(A n B) = P(A) • P A (B) = P(B) • P B (A) 


(증명) 요소사건의 수를 n, 그가운데서 사건 A, AflB 를 이루는 
요소사건의 수를 각각 m, A ： 라고 하면 

P(AflB)= 느쓰 •主 

n n m 

그런데 一 = P ( A ), 츠 = P A ( B ) 이 므로 
n m 

P(Af1B) = P(A).P A (B) 

마찬가지로 P(Af1B) = P ( B )_ P B ( A ) 도 증명된다. 

A, 묘가 독립 이 라면 

p a (b) = p(b), p b ⑷ = Ka) 

이므로 

P(AHB)=P(A) • P(B) 

3개이상의 사건들에 대해서는 다음 공식이 성립한다. 

I P ( A n B n C) = P (A) P A (B) P AnB (C) 


례 5. 100 개 의 제 품이 들어있는 제 품상자가 있다. 상자에서 5 
개의 제품을 하나씩 꺼내여 검사하는데 한개라도 불합격 
품이 나오면 그 상자의 제품은 모두 불합격으로 판정된 
다고 하자. 상자안에 불합격품이 5개정도 들어 있다고 하 
면 이 제품상자가 불합격으로 판정될 확률은 얼마인가? 
(풀이) 제품상자가 합격으로 판정될 사건을 A , /번째 검사에서 
합격품이 나올 사건을 A,.(f = l ，2,-",5) 라고 하면 

a = a，i n a.2 n A3 n p 、 〜 n A5 
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곱하기정리에 의해 

P(A) = P(A 1 )P a _ (A 2 )P AinA2 (A 3 )P Ai , A2nA3 (A 4 ) 


^ > A 1 nA 2 nA 3 nA 4 (-^5 ) 


100 개 가운데 합격 품이 95개이 므로 


P ( A X ) = 


95 

100 


^(^) = 7 


94 

99 


P Al nA 2 ( A 3 ) = ■근 


93 

98 


n A 2 n A 3 (-^4 ) 


〔)3 1 
98-1 


92 

97 


따라서 


92-1 91 

f~iA 2 nA 3 nA 4 (-^5 ) g-r _ i g/r 


•씀 씀 ■ ■품 


*0.77 


제품상자가 불합격품으로 판정될 확률은 
1- P ( A )«0.23 


문 제 

1 .100 개의 부속품가운데 2등품이 1개 있다. 부속품을 한개씩 꺼내 
서 질을 검사할 때 다음 확률을 구하여라. 

1 ) 첫번째에 2등품이 나올 확률 

2 ) 두번째에 2등품이 나올 확률 

3) 세번째에 2등품이 나올 확률 

2. 흰공이 4개 , 붉은공이 3개 들어있는 통에서 공을 한개씩 꺼 낸다. 
첫째것이 흰공이고 둘째것이 붉은공일 확률을 구하여라. 

3. 세 종류의 전자요소가 고장없이 동작할 확률이 각각 0.8, 0.85， 
0.9 이 다. 이 요소들은 각각 독립적으로 동작한다. 이 세 요소가 
다 고장없이 동작하게 될 확률을 구하여 라. 
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련습문제 

1. 다음 명제들에서 옳은것을 찾아보아라. 

1) 총을 쏠 때 목표를 명중하는 사건과 명중하지 못하는 사건은 일 
어 날 가능성 이 갈은 사건이 다. 

2) P ( AUB )=1 이면 A 와 묘는 서로 나머지사건이다. 

3) P ( A ) + P ( B ) = 1 은 두 사건 A , 묘가 서로 나머지사건이기 
위한 필 요조건 이 다. 

4) P ( AUB ) = P ( A ) + P ( B ) 이면 사건 A , B 는 서로 독립이다. 

5) A , B 가 배 반사건이 면 P ( Af 1 B ) = P ( AKP ( B ) 이 다. 

2. 아무렇게나 두자리수를 쓸 때 그 수자들의 합이 10으로 될 확률 
을 구하여 라. 

3 . 토끼를 많이 기를데 대 하여 주신 위대한 장군님의 유훈을 높이 
받들고 영희네 집에서는 많은 토끼를 기르고있다. 20마리의 토 
끼 가운데 5마리 가 검 은토끼 이다. 이 가운데 서 아무렇 게 나 2마리 
를 꺼 낸것 이 다 검은토끼 일 확률을 구하여 라. 

4 . 상자속에 6개 의 된공과 4개 의 검 은공이 들어있 다. 이 상자속에 
서 임의로 3개의 공을 꺼낼 때 그중 2개가 흰공, 한개가 검은공 
일 확률을 구하여 라. 

5 . 1부터 9까지의 수자를 하나씩 쓴 9매의 카드가 있다. 이가운데 
서 아무렇게나 5개의 카드를 꺼낼 때 

1) 1，2, 3이 다 들어있을 확률을 구하여 라. 

2) 7이 상이 하나만 들어있을 확률을 구하여 라. 

6 . 학생 15명가운데서 탁구선수 4명을 뽑으러고 한다. 이때 이미 
지정된 2명이 다 탁구선수로 뽑힐 확률은 얼마인가? 

7 . 은철 이 와 창현 이가 속한 6학년 2반은 40명 이 다. 이 학급 학생 
들을 4개 학습반으로 10명씩 가를 때 은철이와 창현이가 한 학 
습반에 속할 확률을 구하여 라. 

8. 전기회로에 직렬로 련결된 3개의 요소가 있다. 전압이 2배로 올 
라갈 때 매개 요소가 파괴될 확률은 각각 0.3， 0.4, 0.6 이 다. 
이 회 로가 끊어지지 않을 확률을 구하여라. 

9 . 어떤 전기회로에 20개의 요소가 있다. 이 요소들은 독립적으로 
작용하며 고장없이 가동할 확률은 모두 0.7 이다. 매 요소들이 
동시에 가동할 확률은 다음것들가운데 어느것 인가? 

1) 1-0 . 3 20 2) 1-0 . 7 20 3) 0 . 3 20 4) 0 . 7 20 
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10 . 불량품이 5% 들어있는 통에서 5개의 제품을 꺼낼 때 불량품이 

한개 들어있을 확률은 다음것들가운데 어 느것 인가? 

1) 드네 2) 0.95 4 X 0.05 

Cfoo 

3) 4 X 0.95 4 4) 5 X 0.95 4 X 0.05 

제2절. 통계자료처리 

통계란 어떤 현상을 특징짓는 자료들을 조사하여 체계적으로 
기록하여놓거나 조사자료에 기초하여 관측한 대상의 특징을 분석하 
기 위하여 자료들을 분류하고 종합하는것 을 말한다. 

관측결과를 체계적 으로 기 록하여놓은것은 통계자료라고 부론다. 

실례 로 어떤 지 역의 인구구성자료，여 러 가지 제 품의 생산량에 
관한 자료，생산물들의 이 러저 러한 특성에 관한 자료，나이별에 따 
르는 예 방접종자료, 지 자기현상이 일어난 날자 갈은것을 체계적 으 
로 기록하여 놓은것들은 모두 통계자료로 된다. 

관측자료에 기초하여 관측한 대상의 특성을 분석하기 위하여 
자료들을 분류하고 종합하는것 을 통계자료처리라고 부론다. 

1. 빈도수분포표 

WS1W 다음 표는 어느 한 직장 종업 원명 단에 따르는 로동 
자들의 기능급수자료이다. 

주 1 

구 |6|4|4|3|6|5|5|6ᅵ6 - 

5564744537 

5465556373 

5775456545 

4576463554 


1 ) 이 직 장 로동자들의 기 능급수가 몇급부터 몇 급까 
지인가? 

2 ) 어느 급수를 가진 로동자들이 제일 많고 어느 급 
수를 가진 로동자들이 제일 적은가? 
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이 표를 통하여 매 학생의 성적이나 성적의 한계 같은것 
은 알수 있으나 실력이 높은 학생수를 인차 알아보기 
어렵다. 

이 자료를 40점 부터 100점 까지 를 10점간격 으로 갈라놓 
고 거기 에 해 당한 학생수를 적는 방법으로 표를 작성하 
면 표 3과 같다. 


표 3 


점수구간 (급) 

학생수 (빈도수) 

40-50 

1 

5( 卜60 

7 

6( 卜 70 

6 

70-80 

7 

80-90 

11 

90-100 

6 

계 

38 


이와 같이 자료들을 정리하여 만든 구간을 급，급간의 너비를 급 
간격，구간에 들어 있는 자료의 개수를 그 급의 빈도수라고 부론다. 

이 런 표를 급분류빈도수분포표라고 부론다.그리 고 제 일 큰것 에 서 
제일 작은것을 던 차를 분포범위라고 부론다. 

례 1에서 

분포범위 : 100-43=57 
급간격 : 10 

급중심 : 45，55，65，75，85，95 

급이나 자료수가 많은 경우에 빈도수분포표만 보고서는 례를 
들어 60점미만은 몇명인가，80점이상은 몇명인가 하는것을 인차 
알아내기 어렵다. 

그래서 빈도수의 루적을 생각할 때도 있다. 

첫째 급으로부터 어 떤 급까지 의 빈도수를 다 더한것 을 그 급의 
루적빈도수라고 부르고 루적빈도수를 써 넣은 빈도수분포표를 루적빈도 
수분포표라고 부론다. 

한 급의 빈도수를 전체 빈도수의 합으로 나눈것을 그 급의 빈도 
률이 라고 부르며 빈도률을 적 어놓은 표를 빈도률분포표라고 부론다. 
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2. 례 2에서 키에 대한 빈도률분포표를 만들어라. 

3 . 다음 표는 어떤 학급 학생들의 키에 대한 급분류빈도수분포표이 
다. 루적빈도수분포표，빈도률분포표를 만들어 라. 


표 5 


급 (키) 

140 〜 

145 

150 

155 

160 

165 〜 

〜 170 

계 

빈도수 (명) 

1 

3 

9 

17 

8 

2 

40 


2. 순서통계 

통계 를 커지는 차례 로 써 놓은것 을 순서통계라고 부론다. 

순서 통계 에서 제 일 작은 값(왼쪽에 있다. )을 최소값이라고 부 
르고 X — 토, 제 일 큰 값을 최대값(오른쪽에 있 다. )이 라고 부르고 
지ᄎ 로 표시한다. 

그리 고 을 분포범위라고 부르며 가운데있는 자료 

(개수가 홀수일 때는 가운데위치에 있는 자료，개수가 짝수일 때는 가 
운데 있는 두 자료의 합평 균)를 중위값이 라고 부르고 :로 표시 한다. 

례. 학과경 연에서 10명의 학생들이 엄은 점수자료는 다음과 같다. 
28, 26, 24, 24, 25, 25, 26, 27, 29, 23 
순서 통계는 

23, 24, 24, 25, 25, 26, 26, 27, 28, 29 
X min = 23 , ^max = 29 , R = 6, x me =25.7 
이처럼 집단의 최소값, 최대값，중위값, 분포범위를 알려고 
할 때에는 이미 있는 통계자료로부터 순서통계를 만들어야 한다. 

문 제 

1. 학생 6명의 몸질량을 재여 얻은 자료는 다음과 같다. 

59.7，49.5，54.4，63.2， 61.3, 57.1 
순서통계를 만들고 평균값, 최소값, 최대값，중위값, 분포범위 
를 구하여 라. 

2 . 5명의 학생의 키는 다음과 같다. 

162.2, 152.1, 165.4, 171.8, 172 
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순서통계를 만들고 평균값，최소값，최대값，중위값，분포범위 
를 구하여 라. 


3. 통계작성방법 


통계는 객관적 인 대상의 특성 을 연구하기 위하여 체계 적 으로 
관측한 결과를 수자로 기록한것이다. 그러므로 처음부터 기록을 어 
떤 형식으로 하여야 특성을 정확히 알아낼수 있겠는가 하는 문제가 
나선 다. 그러 므로 통계양식문제 와 관측대 상에 서 어 떤 대 상을 택 하 
는 문제 가 중요하다. 

수리통계학에서는 관측대상전체를 모집단이라고 부르며 거기로 
부터 직접 관측하는 대상을 표본이 라고 부론다. 표본에 들어있는 
대상의 수를 표본의 크기라고 부론다. 

표본은 객관성을 보장할수 있게 우연적으로 뽑는다. 

그러므로 표본의 개개는 우연량으로 된다. 

모집단에서 꺼낸 표본에 대한 관측자료는 관측값과 개수를 표시 
하는 형식과 대상이 어떤 급으로 구분되여 표현되는 형식이 있다. 

관측회수가 «일 때 


1 ° 관측값렬형식 2° 빈도수분포표형식 


관측값 
지 
ᄌ 2 

x„ 


관측값 

빈도수 

자 

자 


n 2 

x k 

n k 

계 

n 


3ᄋ 급분류빈도수분포표형식 


급 

급중심 

빈도수 

« l -«2 

而 


公 2 - a 3 

x 2 

n 2 

a k ~ a k-i 

자 

n k 

계 


n 
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값(수학적기대값과 분산)을 알기 위 해 표본을 리용한다 


1 계량 

나나 관측을 통하여 얻은 자료의 분포상태는 평균값과 
특징지 어진다. 

평균값 

토들의 총합을 자료의 개수로 나눈것을 평균값이라고 부 
시 한다. 즉 n 개의 자료 x u x 2 , •••, 사 에 대 하여 


- _ Xl + x 2 + --- + x „ ⑴ 


르가 그리 많지 않을 때 에는 매 자료를 하나하나 더할수 
- 자료를 다룰 때에는 빈도수분포표형식으로 주어질수 있 
값으로 다음것을 리용한다. 

토가 빈도수분포표로 다음과 같이 주어지면 


자 료 

자 사 •" 

x k-l x k 

계 

빈도수 

f' f, …… f\._' f. 

n 







례 1 . 표 2 와 표 3 을 가지고 평균성적을 계산하여 비교하여라. 
(풀이) (2) 에 의해 구하면 평 균성 적 은 

x = -1(43 + 53x2 + 55 + ••• + 96x2 + 99 + 100) 

= 크느 75.08 
38 

(2) 에 의해 구하면 

“슴 (45x1 + 55x7 +65x6 + 75x7+ 85x11 +95x6) 

= ^ = 75 
38 

75 는 평 균성 적 75. 08 의 근사값이다. 

앞으로 자료가 급분류빈도수분포표로 주어졌을 때는 (3) 에 의 
해 정 해지는 값을 평균값으로 보고 도 로 표시한다. 

급중심 JC ,. 들가운데서 빈도수가 비교적 크고 거의 가운데 놓인 
급의 급중심 fl 를 가평균이라고 부론다. 

급간격 이 라고 할 때 

u i =\{ x i - a ) («' = 1, 2, •••, k ) 

라고 놓으면 x t = a + u t h 이 므로 

xJi + x 2 / 2 + ••• + x k f k =an + h ( u ^ + ••• + u k f k ) 


+ x k f k 、= a + 는 [ uj x + w 2 / 2 + … + uj k ) 


여 기서 丄(이 / i + w 2 / 2 + … + w A /J = w 라고 하면 


x = a + hu 
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2) 분산 

자료들의 분포상태를 알자면 분포의 범위나 평균값과 같은 분 
포의 중심위치와 함께 그로부터 흘어진 정도를 나타내는 수값도 알 
아내 야 한다. 

자료들의 흘어진 정도를 나타내는 수값을 분산도라고 부론다. 

매 자료에 대하여 자-도를 자 (소 = 1, 2 ，•••，시의 편차라고 부른다. 

JWWI 편차의 평균값으로 흘어진 정도를 나타낼수 있겠는가? 
편차의 2제곱의 평균값을 s 2 으로 표시하고 분산이라고 부론다. 즉 

위 _[(&_# + ( x 2 -잔 2 + … + ( 뉘 = 유혹 

그리고 



를 표준편차라고 부론다. 

자료가 빈도수분포표로 주어지면 분산은 



자료가 급분류빈도수 분포표로 주어졌을 경우에는 다음과 같이 
계산한다. 

x,. 를 급중심，/；를 빈도수라고 하면 (f = l, 2, •••, k ) 



표본에 의해 정해지는 도와 s 2 및 s 를 통계량이라고 부론다. 
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2. 학생들의 키 에 대한 관측값이 다음의 표로 주어졌다. 학생들의 
평균키를 구하여라. 


급간격 

인원 

150 - 155 

2 

155 -160 

13 

160 -165 

25 

165 - 170 

10 

170 -175 

5 

175 -180 

3 

180 - 185 

2 

계 

60 


3 . 과목성적표가 다음과 갈을 때 평균성적과 분산을 구하여라. 


점수 

5 

4 

3 

계 

인원 

8 

12 

5 

25 


4 . 다음 표는 학생들의 몸질량을 정리해놓은 급분류빈도수분포표이다. 


급 ( kg ) 

30- 

35~ 

40- 

45- 

50- 

55~ 

60-65 

계 

빈도수 

(명) 

1 

5 

14 

25 

22 

12 

6 

85 


1) 평균몸질량을 가평균을 리용하는 방법과 리용하지 않는 방법 
으로 각각 구하고 비교하여라. 

2) 표준편차를 구하여라. 

5 . 분산도의 하나로 또한 쓰이는것은 폄균편자라고 부르는 다음과 
갈은 수값이 다. 

예 ;'，: 'M 

1) 련습문제 4에서 몸질량에 대한 자료의 평균편차를 구하여 라. 

2) 표준편차와 비교해보아라. 

3) 평균편차를 구하는 과정에 리용하는 표와 표에 적어넣는 순 
차를 어떻게 하는것이 좋겠는가를 설명하여라. 
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제 3 절. 우연량의 확률분포 


1 2마디분포 

실제 문제들에서는 이러저러한 시행을 한번이 아니라 여러번 
거듭 반복할 때가 많다. 

실례 로 어떤 량을 반복 측정한다든가 실험을 되 풀이하는것 을 
들수 있다. 

이러한 시행들의 렬을 시행렬이라고 부론다. 

시행렬 [rj 에서 매 시행 T , ■의 결과로 일어나는 사건 시들이 
서로 독립이면 이 시행렬을 독립시행렬이라고 부론다. 

만일 사건 세이 두가지 사건 A , X 만으로 이루어졌다면 이 
독립시 행 렬을 단순독립시행렬이 라고 부론다. 

례 1. 1) 사격 수가 3발을 단발사격 하는것 은 단순독립 시 행 렬 인가? 

2) 명중확률이 p 일 때 명중회수의 확률을 구하여 라. 

(雪) I ) 1) 매 사격은 독립적으로 진행되며 그 결과는 매 사격에 
서 명 중할 사건을 A 로 표시하면 A 이 든가 I 로만 된 
다. 따라서 사격은 단순독립시행렬이다. 

2) P ( A ) = p , P (지 = l - P ( A ) = l-p = q 

명중회수 0, 1, 2, 3에 대응하는 사건을 B 0 , B 1； B 2 , 
b 3 으로 표시하면 이므로 

p 3 ( o )= p ( b 0 )- p ( a )- p ( a ). p ( a ) 

= q _ q _ q = C ° q 3 

이고 

과니새제지 u(XnAn 지 u(XnXnA) 

이므로 

P 3 ( i ) = P ( B 1 ) = cMa )[ p ( a | = 다 pq 2 

이고 
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b 2 = (An ah a)u (An a n a)u (a n ah a ) 

이므로 

P 3 (2)= P ( B 2 ) = 더 _ [ p(Af _ P (지; C 3 2 P 2 q 
이고 B 3 = Af|AnA 이므로 

P 3 (3) = P ( B 3 )= P ( A )_ P ( A )_ P ( A )=〔 할， 3 

일 반적 으로 


保. 된 단순녹리시행렬에서 사건 a 가 m 번 imm 
확률을 P„(m) 이라고 方四 

P„(m) = C™p m q H_m (m=0, 1, 2, •••, n ) 

여기서 p _ 매 시행에서 A 가 나 £1 날 확률々 시 
행에서 A 가 나 a 날 확률 (q=l — P ) 이다. 


우의 식 에서 p „( m ) 은 2마디식 (px + q )” 의 전개 식 에서 ; c m 곁 
수로 된다. 

그러 므로 매 m 의 값에: ■ 수로 되 는 확률 P „( w ) 이 대 응되 
였 다고 말할수 있 다. 이러한 의미에서 P ,,( m ) ( m = 0 , 1 , ■■■, n ) 
을 2마디분포라고 부론다. 

례 2. 자동화된 생 산공정 에 서 생 산되 여나오는 제 품들에 대 하여 
매 시간마다 100개씩 선택하여 검사를 한다고 하자. 정 
상적인 조건밑에서 불합격품이 나올 확률은 0.005 라고 
한다. 이때 불합격품이 5개 이상 나올 확률을 구하여라. 
(를이) 제 품을 하나씩 검 사하는것 은 단순독립 시 행 렬 이라고 할수 
있으므로 불합격 품의 개수 소의 확률은 2마디 분포에 따른 
다. 따라서 불합격품이 쇼개 나올 확률은 다음과 갈다. 

Pioo(^) = Cfoo0.005 i (l-0.005) 100 - t _ 

불합격 품이 5개 이 상 나오는 사건을 A 라면 I 는 불합격 
품이 4개이하인 사건이다. 따라서 

p ( a )=^ 。요 0 0.00少(1-0.005) 100 -니 0.9 비 
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따라서 


p ( a )« 1-0.9947 = 0.0053 

이것은 1 000번 검사하였을 때 불합격품이 5개이상 나타 
나는 사건은 5번정도 일어난다는것을 보여준다. 즉 정상 
상태 에 서 는 거 의 일 어 나지 않는다는것 이 다. 


문 제 

1. 주사위 를 던질 때 웃면에 6의 눈이 나타날 확률은 丄이 다. 10번 

6 

던질 때 6의 눈이 나타나는 회수가 7일 확률을 구하여라. 

2. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 계속 던질 때 검은 
색이 계속 나타날 확률이 0.()1 보다 작게 하기 위해서는 원판 
을 적 어도 몇번 던져 야 하는가? (p=0.5, lg2 = 0.301) 

3 . 《예》또는《아니》라고 대답할 6개의 문제에 대하여 되는대로 
《예》또는《아니》라고 대답하였을 때 다음것을 구하여라. 

1) 두 문제만 옳게 대답하였을 확률 

2) 3문제 이상 옳게 대 답하였을 확률 

4 . 2등품이 10% 들어있는 제 품상자에서 아무렇 게 나 4개의 제 품을 
꺼낼 때 그속에 들어있는 2등품의 개수의 확률을 구하여 라. 

5 . 2마디분포를 리용하여 옻놀이에서《도》,《개》，《걸》,《종》， 
《모》가 나타날 확률을 구하여 라. 

실험에 의하면 2마디분포에서 «이 충분히 콜 때 P „( m ) 은 m 
의 변화에 따라 증가하다가 감소한다. 

이때 P „( m ) 이 최대로 되는 m 을 구하는 문제는 흥미가 있다. 

p> + l) C:; + y +1 q"-" 卜 1 n-m p 
p» rn + \ q 

이므로 P n (m + l )< P „( m )4 ^l 위해서는 



m + 1 q 
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(n + l)p<m + l 

로 될것 이 필요하고 충분하다. 

그러므로 m 0 =[(n + l)p] (여기서 [] 는 옹근수부를 표시한다.) 
라고 하면 다음 사실 이 성 립한다. 

1° (« + l ) p 가 옹근수일 때에는 

P „(0)< p „( l )< ••- < p „ ( m 0 -1) = p „ O 0 ) > p„Oo + 1) >… > p „(«) 
2° (« + l ) p 가 옹근수가 아닐 때에는 

P „ (0) < P „ (1) < … < P „ O 0 -1) < p „ ( w 0 ) > p „ ( w 0 +1) > … > p „ («) 
사실 (« + l)p 가 옹근수이 면 m 0 = (« + l)p 이 므로 + l 에 

서 m 0 -m + l 또는 m 0 = w 이 다. 

그러므로 m = m 0 -\, m = m 0 이므로 

P„O 0 -l) = p„(m) 

(« + l)p 가 옹근수가 아니 면 m 0 <(« + l)p 이 므로 w 0 = w 이 다. 
따라서 (« + l)p 가 옹근수일 때에는 사건 A 가 m 0 -1 또는 번 
출현할 가능성이 제일 크고 (« + l)p 4 옹근수가 아닐 때에는 m 0 
번 출현할 가능성 이 제 일 크다. 

례 3. 가령 포가 8 문 있다고 하자. 가동확률이 98% 일 때 몇문 
의 예비포를 가져야 하는가? 

(를이) 이 문제를 풀자면 가동하지 못할 가능성이 제일 큰 경우 
를 생각하여야 한다. 가동하지 못할 사건을 A 라고 하면 
A 의 확률은 2% 즉 0.02 이 다. 따라서 
(« + l)p = (8 + l)x0.02 = 0.18 

이므로 [0.18] = 0 

이로부터 예비포가 필요없다는 결론이 얻어진다. 

만일 이러한 포가 100문이 있다면 

(« + l)p = (100+ 1)x0.02 = 2.02 
이므로 예비포는 2문이 있어 야 한다. 
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문 제 


1. 20대의 뻐스가 있다. 매 뻐스의 년평균 가동하지 못할 확률은 
0.05 이다. 몇대의 예비대수를 가져야 뻐스를 만가동할수 있겠 
는가? 

2. 100대의 기대가 있다. 매 기대의 가동확률이 0.98 이다. 기대의 
만가동을 보장하려면 몇대의 예비기대를 가져야 하는가? 

3. 11명의 축구선수로 구성된 축구림에서 선수의 출석률이 0.98 이 
다. 후보선수가 몇명 이 있어 야 하는가? 

2. 무연량의 확률분포와 특성값 

2마디분포에서 m 이 m = 0 , 1，… 에 따라 변하면 m 의 매 
값에 는 확률 이 대 응한다. 이 와 같이 m 과 같은 변 량에 확률 
이 대 응될 때 그 변 량을 우연량이라고 부르고 우연 량에 확률을 대 
응시 켜 놓은것 을 확률분포라 고 부론다. 

2마디분포는 확률분포의 한 실례로 된다. 

일반적으로 우연량 x 가 취할수 있는 값이 x l5 x 2 , •••, ' 이 
고 이 에 대 응하는 확률이 Pl , p 2 ，…, p „ 일 때 JC 의 확률분포는 표 


X 

X 1 

X 1 


X n 

P 

Pi 

P2 


Pn 


로 표시할수 있다. 확률분포에서 확률들의 총합은 늘 1이 다. 

그것은 우연량이 잡을수 있는 모든 값에 대하여 그 값에 대응 
하는 사건들이 모두 배반사건들이고 그것들의 합사건은 확실한 사 
건이 기때문이다. 

례 1. 주사위를 두번 던질 때 웃면이 나타나는 눈의 수의 합 JC 
의 확률분포를 구하여라. 

( SOI ) 주사위를 두번 던질 때 요소사건수는 36이다. 매 사건들을 
( i , /) 로 표시 하자. (여 기서 /는 첫번째 나온 눈의 수이 고 j 
는 두번째 나온 눈의 수이 다. ) 
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/=2인 사건 (1,1) 

戶3인 사건 (1,2)， (2,1) 

/=4인 사건 (1，3)， (2,2), (3,1) 

/=5인 사건 (1，4), (2,3), (3,2), (4,1) 

/=6인 사건 (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) 

/=7인 사건 <1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) 

/=8인 사건 (2,6)， (3,5), (4,4), (5,3), (6,2) 

戶9인 사건 (3,6), (4,5), (5,4), (6,3) 

Z =10 인 사건 (4,6), (5,5), (6,4) 

/=11인 사건 (5,6), (6,5) 

는12인 사건 (6,6) 

그러므로 주사위를 두번 던질 때 x 의 확률분포는 다음과 같다. 


■X 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

P (功 

1 

1 

1 

1 

5 

1 

5 

1 

1 

1 

1 

36 

18 

12 

9 

36 

6 

36 

9 

12 

18 

36 


우연량의 확률분포를 알고있으면 그 우연량의 특성을 완전히 
파악할수 있다. 

그러나 어떤 경우에는 우연량의 개별적인 특성들만 알아도 될 
때가 많다. 우연량의 개별적인 특성가운데서 가장 중요한것이 기대 
값과 편 차이다. 


우언방 x 7[ i 야善수 있#，가■'◦'하 값날을 자, jc 2 , ••••，' 이라 
五 하고 그에 知레는 확률을 각각 p l5 p 2 , •••, p „ 이라고 할 때 
E ;c =x 1 p 1 + x 2 p 2 +--- + x„p„ 

a __ x 의 수학적기대값 干늘 기대값 o i.iis- 찌-. 


수학적기대값은 우연량이 잡는 값들의 확률적인 평균값이라고 
볼수 있으며 우연량의 확률분포에서 중심을 표시 하는 특성 량이 다. 
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례 2. 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의 개수들의 
합의 수학적기대값을 구하여라. 

(를이) 례 1의 표를 리용하면 


이것은 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의 
개수의 합이 7일 때 가 가장 많다는것 이 다. 


례 3. 한가지 부속품을 생산하는 두 기대의 생산량가운데서 생 
기는 3등품의 개수 ; c 의 확률분포는 각각 다음과 같다. 


지 

0 

1 

2 

3 

P 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 


ᄌ 2 

0 

1 

2 

3 

P 

0.3 

0.5 

0.2 

0 


이 두대의 생산량이 같다면 어느 기대가 더 좋은가? 

(불이) 두 기대의 생산량이 갈으므로 3등품의 개수가 더 적은 
기대가 좋은 기대라고 평가할수 있다. 

두 기대가 내는 3등품개수의 수학적기대값을 구하면 
E x _ = 0 xO . 4 + 1 x 0.3 + 2 x 0.2 + 3 x 0. 1 = 1 

E x = 0 x 0.3 + lx 0.5 + 2 x 0.2 + 3 x 0 = 0.9 

e Xi >e X2 

따라서 둘째 기대가 첫째 기대보다 더 좋다. 


136 


례 4. 2마디분포에 따르는 우연량의 수학적기대값을 구하여 라. 
( SOI ) jc 가 2마디 분포에 따르는 우연량이 면 




?„(k)=cy q n - k {k=o, 1 ， -,«) 

그러므로 그의 기대값은 

= «P 土 이 :; '= «p(p + q)”- 1 = np 

A=1 

례 를 들면 명 중확률이 0.95 인 총으로 100발 사격할 때 
95발정도는 명중할것 이 라고 짐 작할수 있다. 


문 제 

1. 다음 수렬가운데서 우연량 x 의 확률분포로 될수 없는것은 어느 
것인가? 


3) p , l - p , p ( p ^0) 4) 占，士…，“은 

2. 어떤 공장의 한 작업반에서 생산된 제품가운데서 1등품이 85%, 
2등품이 10%, 3등품이 5% 있고 개당 1등품의 값은 100원，2등 
품의 값은 90원，3등품의 값은 85원이다. 이 작업반에서 하루 
평 균생 산량이 1 000개 이라면 매 일 작업 에 착수하기 전에 이 작 
업 반에 서 는 얼 마만한 수입 을 기 대 할수 있는가? 

3. 명 중확률이 0.95 로 평 가된 사격 수가 3번 사격할 때 목표판에 
명중한 회수 x 의 확률분포와 수학적기대값을 구하여라. 

4. 원둘레모양의 고리 를 던져 말뚝에 거 는 놀이 를 할 때 한개 걸 
릴 때마다 1점씩 받는다고 하자. 10개 던져서 8점정도 받는 학 
생이 4개의 고리를 던질 때 엄을수 있는 점수의 확률분포와 기 
대 값을 구하여 라. 
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우면량 x 의 수학적71 대 값을 m 0 \^. ■ 때 

( X 1 _ E x) 2 Pl +( X 2 _ E J 2 P 2 + H . + (， n - 
I S^lgf ;c 의 분산 ^ .受 제곱편차라고 부호江 a 2 | 

KIK -# 

^ 2 W=Z (자 - e J 2 p * 
k=l 

^5 [고 

°■⑴=' 之 ( 사 - 民 ) 2 Pi 

V k=\ 

I 표준편차라: 


"학적기 대 값 E x 가 분포의 중심 을 나타낸 다면 
와 표준편차 아시는 중심으로부터 흘어진 정도(나 
량이 다. 

는연량의 수학적기 대값，2제 곱편 차，표준편코 
성값이라고 부론다. 




례 6. 한 학생의 성 적 표가 다음과 같다. 


과목 

국어 

수학 

외국어 

물리 

성적 

5 

4 

4 

3 


이때 성적평가를 위하여 시험성적을 우연량으로 보고 특 
성 값을 구하여 라. 

(를이) 확률분포는 



평 균성 적 은 수학적 기 대 값으로 평 가된 다. 


2제곱편차와 표준편차를 구하면 

CT 2 (x) = (5-4) 2 -i + (4-4) 2 -I + (4-4) 2 • 士 + (3-4) 2 .七 = 士 

此) = 읒 

따라서 평균성적은 우등이지만 편차가 있으므로 학생의 
성적은 우등으로 평가할수 없다. 


문 제 

1. 명 중확률이 0.9 인 총으로 총탄 5발을 가지 고 사격할 때 목표판 
에 명중한 회수 x 의 수학적기대값과 표준편차를 구하여라. 

2. 2마디 분포에 따르는 우연량의 표준편 차가 = 임 을 밝혀 라. 
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3. 정규분포 


주사위 를 «번 던져 서 1의 눈이 소번 나올 확률은 


• c _r 

에 의 하여 구할수 있 다. 

오른쪽표는 « = 10 일 때 1의 눈이 
나올 회수 x 의 확률분포이 다. 마찬가지 
로 « = 30 , 50 일 때에도 그 확률분포를 
구할수 있다. 이것을 그라프로 표시하면 
그림 5-2 와 같다. 

그림에서 보는것처럼 «의 값이 커짐 
에 따라 그라프의 모양은 점차적으로 대 
칭으로 되여간다. 

일반적으로 우연량 x 가 2마디분포 
에 따를 때 «값이 커짐에 따라 그 확률 
분포의 그라프는 대칭인 곡선에 가까와 
간다는것 이 알려져 있다.(그림 5-3) 


k 

Pio(k) 

0 

0.161 5 

1 

0.323 0 

2 

0.290 7 

3 

0.155 0 

4 

0.054 3 

5 

0.013 0 

6 

0.002 2 

7 

0.000 2 

8 

0.000 0 

9 


10 




이와 같은 곡선에 따르는 우연량 x 의 확률분포를 정규분포, 그 
곡선을 정규분포곡선이라고 부론다. 
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d 현상과 기술에서 만나게 되는 대부분의 우연량들은 정규분 
■른 다. 

，들면 갈은 종류의 생물체들의 이러저러한 기관들의 크기 
같은 나이의 사람들의 키，발의 길이 그리고 여러가지 불리 
사 측정값들，브라운운동하는 립자의 자리표성분 등 수많은 
정규분포에 따른다. 

d 량 x 의 평균값이 m 이고 표준편차가 o ■ 인 정규분포곡선은 
갈은 성질을 가진다. 

곡선은 ；에 관하여 대칭이다. 

곡선은 일 때 최대 값을 가지며 x 가 m 에서 멀어져감에 
따라 곡선은 x 축에 가까와간다. 

곡선과 JC 축사이 의 부분면적 은 1이 다. 
f 값이 m , 분산이 ct 2 인 정 규분포를 N ( m , 으로 표시 한다. 





례 1 . 어느 한 중학교 6학년 남학생들의 키는 기대값이 163 cm ， 
표준편차가 3 cm 인 정규분포에 따른다고 한다. 이 학생 
들의 키는 어떤 범위에 든다고 말할수 있는가? 

( SOI ) m = 163 ( cm ), <r = 3( cm ) 이므로 

m -3 cr = 163-3-3 = 154 ( cm ) 
m + 3 ct = 163 + 3 • 3 = 172 ( cm ) 이 므로 
이 학생들의 키는 99. 7%가 154〜 172 cm 라는것을 알수 
있 다. 

례 2. 불합격품이 나올 확률이 0.05 인 기대에서 생산한 제품을 
1 000개 검사할 때 70개이상의 불합격품이 나올 확률을 
구하여 라. 

(풀이) 제품검사에서 불합격품의 개수를 ; c 라고 하면 x 는 2마디 
분포에 따른다. 

n = 1000 ，p = 0.05 이 므로 
m = 때 = 1000 x 0.05 = 50 (개 ) 

(7 = V«pq = VlOOOx 0.05 x 0.995 « 7 (개 ) 

그런데 시 행 회 수 « = 1000은 충분히 큰 값이므로 우연량 
x 는 정규분포 (50, 과에 따른다고 볼수 있다. 
m + 3 cr = 50 + 3 x 7 = 71 

따라서 

p(x > 70) = p ( x>w + 3 cr )*|( l -0.997) = 0.0015 

이것은 1 000개에서 70개이상의 불합격품이 나오는 사 
건은 거의 일어 나지 않는다는것을 보여준다. 


문 제 

1. 우연량 x 가 정 규분포 N ( l 20, 과에 따를 때 다음 확률을 구하여 라. 

1) P (99 < x < 141) 2) P(x > 106) 

2. 어느 한 중학교 6학년 녀학생들의 키는 기대값이 156 cm 이고 표 
준편 차가 3 cm 인 정 규분포에 따른다고 한다. 이 때 이 녀학생 들 
의 68. 3%가 속하는 키의 범위를 구하여 라. 
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3. 주사위를 7 200번 던질 때 웃면에 1의 눈이 1 000번이상 나올 확 
률을 구하여 라. 

련습문제 

1. 토끼가 새끼를 낳을 때 암컷과 수컷을 낳을 확률이 각각 0.5 라 
고 할 때 다음것을 구하여 라. 

1) 8마리 의 새끼 가운데 암컷 이 3마리일 확률 

2) 8마리의 새끼토끼가운데 4마리이상이 수컷이 아닐 확률 

2. 명중확률이 0.8 인 사격을 n 번 진행하였을 때 적어도 «-1번 명 
중할 확률이 0.92 보다 작게 되는 가장 작은 «을 구하여라. 

3. 100개의 제 품이 들어있는 상자에 10개 의 특제 품이 섞 여 있다. 
상자에서 임의로 5개의 제품을 꺼내였을 때 거기에 들어있는 특 
제품의 개수 x 의 확률분포와 수학적기대값을 구하여라. 

4. 앞뒤가 구별되는 5개의 원판을 동시에 던질 때 앞면이 나타나는 
개 수를 x 라고 할 때 다음것 을 구하여 라. 

1) X 의 확률분포 

2) x 의 수학적기대값과 표준편차 

5. 남학생 5명 , 녀학생 3명 이 있는 분조에 서 2명 의 대 표를 선 
출할 때 선출되 는 남학생 수를 x 라고 할 때 x 의 확률분포， 
수학적기 대값과 표준편 차를 구하여 라. 


복습문제 

1. 수자 1，1，2，2，3을 가지고 만든 세 자리수들의 모임 에서 아 
무렇게나 한개를 선출하였을 때 그 수가 200보다 크고 300보다 
작은 수일 확률을 구하여 라. 

2. 100개까지의 자연수들가운데서 임의로 선택한 수가 7로 완제될 
확률을 구하여 라. 

3. 100개의 제품가운데 불합격품이 5개 있다. 여기서 아무렇게나 5 
개 잡았을 때 

1) 불합격품이 하나도 없을 확률을 구하여라. 

2) 적어도 한개의 불합격품을 포함하는 경우의 확률을 구하여라. 
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4. 10 명의 사람이 0부터 9까지의 수자를 각각 한개씩 쓸 때 10명 
이 다 다른 수자를 쓸 확률을 구하여 라. 

5. 승강기가 7명의 사람을 태우고 10개의 층에 몇는다. 같은 층 
에서 2명이상 내리지 않을 확률을 구하여라. 

6. 12명 의 남학생 과 8명 의 녀학생 이 있 다. 20명 의 학생가운데 서 
6명 을 선수로 뽑으러 고 한다. 이 때 남학생 4명，녀학생 2명 이 
뽑힐 확률을 구하여 라. 

7. 수자 1을 쓴 카드가 5매，3을 쓴 카드가 3매，5를 쓴 카드가 2매 
있다. 임의로 3매의 카드를 잡을 때 

1) 적어도 두매의 카드에 쓴 수자가 같을 확률을 구하여라. 

2) 3매의 카드에 쓴 수자의 합이 7로 될 사건의 확률을 구하여 라. 

8. 자동보총사격에서 10점에 맞힐 확률은 0.7，9점에 맞힐 확률은 

0.3 이 다. 3발 사격하여 29점 이 상 맞힐 확률을 구하여 라. 

9. 길이가 10인 비트렬(수자 0 또는 1로 이루어진 10자리수자렬) 
을 우연적 으로 발생 시킨 다. 다음의 경 우에 비 트렬 이 0을 포함하 
지 않을 확률을 구하여 라. 

1) 비트 0과 비트 1의 발생확률이 같을 때 

2) 비트 1의 발생확률이 0.6 일 때 

10. 길이가 4인 비트렬을 임의 로 선택할 때 첫 비트가 1이 라는 
조건에서 비트렬에 적어도 2개의 0이 련이 어있을 확률은 얼 
마인가? 

11. 매 시행에서 사건 A 가 일어날 확률이 0.2 이다. 시행을 사 
건 A 가 나타날 때 까지 진행 한다고 할 때 4번째 만에 사건 A 
가 나타날 확률을 구하여 라. 

12. 5개의 흰공과 5개의 검은공이 들어있는 통에서 임의로 공을 1 
개씩 5번 꺼내는데 매번 꺼냈던 공을 다시 넣는다. 

1) 흰공을 3번 꺼낼 확률을 구하여 라. 

2) 적어도 한번 흰공을 꺼낼 확률을 구하여라. 

13. 주사위 를 60번 던질 때 웃면에 1의 눈이 나오는 회 수 x 의 기 
대 값과 표준편차를 구하여 라. 

14. 통안에 흰공이 7개 , 붉은공이 3개 들어있다. 여기서 꺼 낸 공은 
다시 통에 넣지 않으면서 통에서 아무렇게나 공을 하나씩 꺼내는 
데 붉은공이 나오면 그만 둔다고 한다. 꺼낸 흰공의 개수 JC 의 
기대값과 그의 표준편차를 구하여라. 
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15 . 어느 중학교 500명 학생들의 키는 평균값이 163.4 cm , 표준편 
차가 5.6 cm 인 정규분포에 따른다. 다음의 키를 가진 학생은 
전체의 몇%인가? 

1) 152.2 cm 이상 174.6 cm 이하 

2) 157.8 cm 이상 169 cm 이하 

3) 174. 6 cm 이 상 

4) 146. 6 cm 이 상 

16. 한번의 시행에서 나타날 확률이 0.5 인 사건 A 가 1 000 
번의 독립시 행 에서 40( 卜600번 나타날 확률이 0.97 보다 크 
다고 할수 있는가? 

17. 다음 표는 어느 학급의 학생 40명에 대한 몸질량의 급분류빈도 
수분포표이 다. 


몸질량 ( kg ) 

45-50 

50-55 

55-60 

60-65 

65-70 

계 

빈도수 (명) 

5 

10 

14 

8 

3 

40 


몸질 량의 평균값과 표준편차를 구하여 라. 

18. 모집단이 다음과 같은 분포에 따를 때 크기 100인 임의의 표 
본평균은 어떤 분포에 따른다고 볼수 있는가? 

1) 모집 단은 n = 1 000, P =0.2 인 2마디 분포에 따른다. 

2) 모집단은 정규분포 n (50, 10 2 )에 따른다. 
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복습문제의 답 


제1 장 

1. 60가지 2. 5 040가지, 1 440가지, 3. 1 680개 4. 720개 5. 

n(n-4)(n-5) 개 0 4 50개 7. 2 400가지 8. 1) 4 200가지 2) 
6 

39375 

1 680가지 9. 24가지 13. -스무 14. C : 

16 

제2장 

1. 1) 게 ᄌ + 3 2) y = -3 x + 5 3) y = -x-2 4) 

3 jc + 7 j + 6 = 0 2. 1) (0, 2)，방향곁수 1 2) (0，-|), 방향곁수 | 

3) (0, 3), 방향곁수 0 4) 사귐점 없다. 방향결수 讀 3. 1) 

= — — 义 + — 2) y — —X 3) y — 3.5 4) x = -— 5. y = x — S ， 

, A 2 4 3 19 , 1 4 

少 = _I + 1 6. ^ = --x + - ， ^ = - x -— 7. y = -^ + - 8. 

5 5 l l o 3 

k=~2 9. m = -, n = - 10. x 2 + y 2 =13 11. 1) 중심이 (0，2) 이고 
2 2 

반경 이 2 인 원둘레 2) 중심 이 (1， -2) 이고 반경 이 5인 원둘레 12. 1) 
e = | 4) b 나도元 

제3장 

1. 1) 2 2) 0 2. 1) - 2) - 3. 1) 6 2) 1 3) 2 4) -- 4. X ) 
2 3 2 

4 2) -3 3) — 4) 0 5. 1) y' = 6x 2 -3 2) y' = 2x + l 3) 
m 

s' = 3p-t + 2 6. 1) /，◊?) = 나 0/ + fo 2 -8s 2) s' = 40t 4 +llt 2 -20t 
7. y = -x-2 8. 1) y'(a) = 3a 2 -12a 2) x = 0 ， jc = 4 9. 1) 

(-*, 1) 에 서 감소, (1, + o 인에 서 증가 2) (1, 3) 에 서 감소, 
(-00, 1) U (3, 뇬知) 에 서 증가 10. 1) 극대 값 7(1) = 3 , 극소값 
7(3) = -! 2) 극대값 7(-2) = ^, 극소값 j(O) = 0 
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제 4 장 

1. 1) 2 2) 부 3) 8 4) | 2. 뚜 3. 1) | 2) 에如 2 
6 3 6 3 2 

3) 4 4. - 6. 1) - ax 5 +c 分上， 4 -스 + c 3) ---x 2 --x + c 4) 
6 5 2 3 12 2 2 

-2 x 3 +— x 2 -2 x + c 5) — __—+ c 7. 10— 8. npa 2 9. n 
2 4 3 


제 5 장 


1 . 丄 2 . 丄 3. 1) 약 0.77 2) 약 0.23 4. 0.000 36 5. 0.060 
18 50 

48 6. 약 0.358 7. 1) 0.75 2) 0.291(6) 8. 0.784 

9.1) f 丄] 2) 0.6 10 10. — 11. 0.001 28 12. 1) — 2) — 13. 
\2) 16 16 32 

^ 14. — , 1.37 15. 1) 95.4% 2) 68.3% 3) 2.3% 4) 99.85% 

3 6 


16. 말할수 있다. 17. 56.75, 5.54 18. 1) N ^200, 
따른다. 2) N (50, I 2 )에 따른다. 
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